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OlElllAIliyUll. des lycées el de l'adn.i^îon nui écoles spéciales, ; par C«. Sinon, 

frofisiear de nialhimaligac! ou lydt Saint-Louis, docteur ts sciences, tic. 1 vol. in-8, avec fi- 
guras. 

PHYCTllTTr com * lÉHE,iT,1 « «E PBTSIOUE, précède île notions de mécanique el 
rOI ÛiyUIl. suîtï rie problèmes ; par A. Bdotak, p rofeJseur ie pnyii'g"f au tyefe Saint- 
Louts, el J. Ch. d'Alheida, proj'esjeur de fkflùpti on tycée Napoléon; ï" édition, revue cl 
au^iîipnlre, avec C5T figures el un spectre solaire intercalés dans le telle. 1 vol. grand 
in-8. Prii : 7 fr. 

fUTlVrlP MC8a ÏLÎ«"TAIBE DE CB1M1E; par H. Durât, professeur au bjece Chir* 
uDlîlllIli lemagm; avec nombreuses figures intercalées dans le (cilo. 1 fort vol. grand 
io-8 el iilanclicf. Prix : T fr. 

CHIMIE ^ T " 8 " E î H ' MIE * mrtl|luE *t«ïB*M. renfermant le; premier 
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furelle. In-B jésus. Prii : 1S fr. 50 c. 
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i i:!! 1 . !-.rii '-. i non Pif des nombre* arbitraircs- 
candidats au baccalauréat os sciences el 
_._ aux écoles spéciales, enfiereraeni toxfe-rmtt aux praoïommes arrèlés pour 
IVn-i i::ncmi'nl rli-s Iv, i'th 1 1 l'ailiii^-ii-n ,111 f'i nlf-s -|:.' i inli'- ; [>ar Ca. Bain, j>ro/(SM!ir 
de latittematiii'ta «:Vk(i< ■in lr/t ^mt-L-ynin. i-yM.nr i's s;i(K£;.î, 'nm'l' 
l'École, normale mpérieurf, etc. Nouvelle édition, S Toi. in-8, (ig. [eriHmHe). 1 tr. 
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durtion a l'usas* des élèves de laelas<e de troisième, fi' édition, in-», lk. (suit), s Jr. 5» 
L* deuiié*] i'iiiTir, i'i Tutfipp lîe.ii'livf si1(i ninllii ni m t ri-ji: ri-:lcs rt :1c- riinili.-latp nui 
Ecoles polytechnique et normale supérieure, i' édition. 1 vol. in-3, fig. (seule) i [r. 50 c. 
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BtuoT. jjrij/fssoir lis tri,r;l.i.',i!f/,|ijM s^-iaks „ :l ly^,- S.'ÏJii- 
J.oniî, c!:. 5- édition, conforme au programme de l'enseignement des lyées. 1 beau vol. 
in-S, avec 100 figures dans le telle et 5 planches gravées, dont ï a. l'aqua-linla. Paris, 
1H60. b tt. 

Cet ouvrage répond à toutes les questions d'examen pour l'admission aui Écoles poly- 
technique et de Sainl-Cyr, et pour lo baccalauréat ès sciences. 

Le journal do l'Ixflrttcffai pAliqut s'exprime ainsi à propos de ce nouveau Coin de 
Cosmographie : 

• tient toujours qu'il parle à do é déjà acquittas. Parmi tant d'an- « placé a la Au du' volums met 

i vi'lllt.-. : .li1'lli-'.'i' '- a\. 'Il''- Il >:i IV'.:- Cilliilill .1 la. i';i ;. i .1 1--- .11: <■. .iirji:! de-; tir-r li ■ 

on dirait qu'il s'efforce do ■ 

l GÉOMÉTRIE AJliLT- 

t et Bocqciv, Le r on s 

!s élèves. (In boauvo- 



GÉOMÉTRIE ANALÏTIQDE. 



la in-8 avec «S figures dans le texte, et 3 plancties gra- 
vées ; par A. Enit, prafesstar au Ijcfe Napoléon. 6 fr. 15 c. 
On vend séparément: 

La géométrie pure. I vol. in-8 avec SU figures. 4 [r. 

La géométrie appliquée. I vol. in-8 avec 98 figures èl 3 planches gravées. 9 [r. 25 c. 
il Gtmttrii jrarf est diïfeio forma soit la tancent* a l'ellipse lion appliqués^ il™ ent au plan 

■ I». rj.i ri-i-- iiMifllcs ; (m v i.i.iutilp tri: lu t, .--.i'. U tuiuolc i i-.;s 1,1 i-nii.'rui.li n. criir :■!■■ :\r* 
rm nue tbéerlo dn contai tl de . !.. ,.^,1-.,1. l- r; ; -.,.n odr;..^ M, ri a la mai Unit 
■ . ■■ !■■ i ■ V 1 M ■ i ' ' i .H.I.' 1 mut ni r 1 11 , , n 1 i 



! nii-'rio ii.f.n;i- I |P rient offrent ani élé- 

.:-:r.r l:ili„-nc(:rvil-: it .1.-. -i;;.r|-, ,lr:,-i - r:,?- fnrilts 
îmployaut la mclhodo sur tontes ces pirlisf . 
çnt deplansdeprojcc- 

•c tbisBBOBÉtbie recliligne et spbèrirjuf!, .i l'uw^' 



TnlPflMAM^TniT lEÇOItSliETBlSulI(lMiTaiErécti!igneelsph*rique,àrusagodes 
iniUUnUillEliniLitilcvrsileslv ■i'.'-H dfs ran'îi-.bfsrsar.iir.rrilaurOat clauxéroles 



... candidats au 
spéciales; par B. Hoooat, ancien èlivi di ÏBtoU j*lj/ft(*JiiîU*, profistrvr 



QUAI DES AUGUSTIN», 49, A PARIS. 

magne, et Mm. I*oooB,prc/(jjîiir au (jcee Cfiarlemagte. I toi. in-B avec ligurei intercalées 
dans le telle. 3 fr. 50 c. 

lei seise premières levons tin- lions énnnefe pu : :I " : **• î»" nombreuses et «nées psr- 

I ni i i , ! i . .11 ■■ . ■■ ii i ■ M i'i il'.' ■ ■■' l'i ■' ■' .'.il. ■ ■ i i Il" :.h 

sciences, à l'Etole mvale etk l'E- de hiRape <!,■* ul.ks ut -le L'a]'- se saurait all.it li.;r ti^/iV |.tu. 

coleile Siiîut-Cyr; les siiivinus plicilion rte la iti.j. i"'.iif ;m ' ti t:-";«r.i i i,i:i <-.-i.-.n.'i-.-i r ; 

s'idlcmnt Jni 'liv,-.. .1, in iihs ta i.1 J'i )i'.i!.» 'H lu: i " ■ I i ■ - c ■.l'vm di iii:n.:t:j:i..i:, : i.i.j.l.. ,i r - : , ; -.. 

~'.aqn> cha- ioin{>arbcii]ier;daiu1aDninièn. vellea des forinolei relatives i la 



matiqne spéciales. I 



riiO, 



ididats 

iin Kcnli's poljieibiiiqaeel normale, précédées d'une itil réduction renfermant tes premières 
nolinns sur les courbes usuelle* eiipees ries candidats au baccalauréat cb sciences; ou- 
vrage entièrement conforme aui programmes da 1853 pour l'en sainement scien lillijaa 
des lycées; pnr Honomi, pru/esssur, î' édition, revue et augmentée. 1 vol. in-B, avee 
les figures dans le telle. t fr. 50 c. 

'Vif VCP «ESMÉ DES LEÇMS D'Ali LI3t données à l'École polytechnique : par 
AU ALI AL. Naïi», mrmfirî rte l'InsMuI, professeur d'analjje ef de nujcaniîu! i t'ËcoIt 



eiigêes pour l'admission a l'Ecole pnlylechnique, le baccalauréat, etc.; par E. Cm» 
docieur is sciencts, ayrêqi île l'Univtrsilê, etc. Nouvelle édition, 3 parties in-8, avec auoj 
de Î8 planches. . 7 fr. SO c. 

(Magne poriie se Mitd séparément ; 
1" parlii : La lijne droite el la plan. 3' édition, in-S, arec allas de 11 planches, i fr. 
2" partie : Problèmes sur les surfaces, in-8, avec allas de 17 planches. * fr. 

PÉfiWît'TDTT nrPrDTBTIur teaite co«eet de ceoietbie descbip- 

ULUlULlIuL ULAljAlJrllf L. TUE; par T„. Oi.™,tux(t,,r ;* i fi V., M «, 
professeur de Céoine'lrie descriplive ou CmXTVttoin dti artt et meïiert, répCtifeur à l'Ecole po- 
ly technique, frafts sevr-fendat eu r de l'Ecole centrale des arts el manufactures, etc.; ouvrage 
divisé en plusieurs parties, qui se vendent chacune séparément : 

1° coras de séObetsie descriptive. S< 
édition revue el augmentée; deux parties) 
in-(,avec un allas de 97 planches, sa fr. 
La l« pirlie; Do poimt, be la droite ht 

ou plan. S' édition, revue et augmentée. 

! vol. in-*, dont i de tS planches. 

^ Cette crémière partie contient tant ce qui est te- 

mélhodo dn dianpenii'cl des ^Ijns^de projection el 

perspective si les plais cotés. "* 



La 3 e jrarïie Des g. 



I CODES DE GÉOMÉTLTE DES' 
CEiptUE; démonstration nouvelle des pro- 
priétés des sections coniques. In-*, avec 
15 planché?. I fr. 

;° DÉVELOPPEMENTS SE (É01ÉTIIE BES- 

cturm. i vol. in-i, dont 1 de pl. 18 fr. 
« cOiplémejItS de séométeie desi.hip- 
tive. a vol. in-i, dont I de pl. I" fr. 
i° MEMOIRES DE GÉOHÉTHIE DESCEIPTrtE 
TBtOEIOlE ET APPLIQUÉE. 3 vol. in-i. 
dont un de pl. . 18 fr. 

i" APPLICATIOK DE LA CE0KET1IE DESCBIP- 
Tj(E aui ombres, à la perspective, à la 
gnomonii|ne el aui engrenages. S vol. 
in-i, donl 1 de SB pl. doubles, dont plu- 
sieurs coloriées ou a Vaqua- tïn ta. 35 fr. 



ordae. 3' édition. 3 forts vol. in-t, dont 

1 de Si planches. (CellB 3 n " partie se vend 

séparément.) 11 fr. 50 c. 
La demieme partie forme le Iraitélapms complet 

les Hérehppmtnts, les Cooi- 1' irr-in r L ,-- ^v.yr.^f- i: ■ t i ■'. i ■ ^ >■ i i r, ■ . I h h ■ 1 1 ■ I . ■ ■. r l.s . 1 1 1 .i I s 

■:! >i:-.i:,-l!.:s ■!,: -i-v- M I ^M^h.lr- ., ]:, -m:! ...„ , .- vr'l.l .■!'!. l.m 'i.:'- .1 '"H t.:,:».- - 

./,■.«■..;;.;;.' ^;rr Vf, il,:,', ■,„:- iU'isi,'»,;!!:, t ,illi 1 :i,]i: l ir. |I,k L:,i:n. .Li.nl.i.L :a .i[, r !iL-a!.l-.!s 

:!'-m.n! a K m. I - li .ni. . .1^ Ci,..- /itérai dans les qtustions où il par les ingénieurs aui Iravim 

■iitlni' :!■■. .',![, 'il,- i' Uw< V :< |il'.l >'.,:;il;. i: c 1., Util.; liiU! [.<■: ; rr- li'ift. 

l"n: . r i.: ':il .-li.it un l.|.:::i.:j i> rel.il j.i:i -1: p r> m t i . -j i ; ot ï. n irr^cf-:!.: ji? i^'-euri-ve r--ï ■ : 1 

l'e: : u, Il !.::■■'- i-(n t iil-' , que i ';i r! ■ ■ i ■,. i ■ ,. m: . .„:. , . .1 . :■ <.■ , , 

,;.r" [r.H.i-., aiu-uu Je; jnlvir-i pi, pr nr ;eî [,r--jt].jiMr.(ile nV.jit :■■ .1-ir.i ':r relati i:i i!-' V"»t : .'n"; m 

pi onlécritsur la giométriii des- presque tonjoura l'avanb-i : nr --n ; ' Ile r -s-. r-.; ti'ira-'c-. el lt; 

criptiTe. l'nr,aii;\i; en ,-t : f- ï .]„ i: .[.;- :.J ir:s qtfilt '.iri dan« cella di- 

La c(f«tf(r«ifHiT!>fiK,comm( montlralions stronlplus promplti rection stroot toujours utilil. 
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prvf. à fÉroJe jdîteciTiqut. V édition. 1 



les connais* an ces, nécessaires a ceui qui su destin* 
' \ l'Ecole ti ' ' 



qui suivant les cours des écoles profession celles et des nouvelles facultés des sciences 
appliquées, par MSI. Hnm Haiait, licencié is jciencts, el Pmm I-ArriiTi, profcs- 
l(ur de mathsimliqws. 1 vol. in-S, imprimé sur papier glacé, orné de 195 figurée dans le 
telle el une planche. 0 fr. 

Ces leçons, rédigées avec beaucoup ds sgin par lei anlenrs, es laissent rien 1 désirer sous le rapport 
de r.:iM-n;ir,i] tïiiii.-taiil.iiiw. Les 191 Bgnres intercalées dans le taila ont été dessinées ei gravées par 
nos meilleurs artistes. — On prospectus spécial, donnant aussi le spécimen des Bg lires, sera envoyé a 
toute personne rjul en fera la demande par lettre affranchie. 

nrCCTW TlWt'iTDr KM» uheuu appumi Atn aits et a l'ikdustbie, 

llLàdlll LlflbAlAL. par m. X..u», inoéiiMr et cktfiu ctam de fer de Sainl- 
Étinaie à Lyvn, oncien pnfattur des cours nuiufrieil de lléziirei, de Charleuilk, etc. 1 vol. 
in-8, avec un allas in-folio do 35 planches, contenant 800 dessins gravés avec soin 
par Hu» 18 fr. 

nurlMmovfoK. — 
dttcltrt; la ctar- 

Té&'dèssiBi 



AD planches d'oiercïces. 1 beau vol. in-8 de telle accompagné d'un allas in-folio de 
AO planches gravées avec soin par Hibos. o fr. 

Le volume in-8 de (este se vend séparément. A tr. 



dnssinis mi srirnri- y iiTi.il.'- r."i[.. Pri iM[. iljn- I.' In. - |. irl .tir- r»l vr.Wi [.ni l'.'ies 

ment gravés. Ces modèles tout, épures. Des ciereice» d'ornements partie de l'enseignement. 

OMBRES ET LÂTIS £TDDESDEpnojEGTion9, D ' o v^ SETDE " ,t . 3 , ,à -'" ,a g Ks 

par Tïiïoh, pre/ejsfur au collège Saiulf-tor&i, de. Ouvriife divise m quatre parties : 
1" Projections orthogonales; 2° l'rojcclions obliques; 3° Ombres; A' Lavis appliqué a 
IWeignemeiil i[n il L ...in ,!,.. ■i-,.icl)ii,i:^ .ic. IVdiiterlure, etc. 1 vol. n-8 de telle avec 
un magnifique allas de 40 planches grand in- i, imprintto ou fans sur un quart colombier 
glacé. Prit des i volumes élégamment reliés. 15 fr. 

On vend séparément ; 

Les trois premières parties compre- I La quatrième partie, Cours élémentaire de 
nanl les PlOIECTIOlfS et les OKEBES, LAVIS appliqué ù renseignement dn dessin 
20 planches avec lente, reliure èléjMTiUi. ilim mnciiiiies, de l'arcltileclure,etc. ÎO plan- 
te fr. I ehes avec (cite, relié. IG fr. 

Les placebos qui composent la remarquable Allas de cet ouvmge ont été tout rfeoajunentl'objol d'une 
rtiiiioD complète; Pontnr n'« rien négligé pour doausr au noiacn rirsfequi vient d'en être eiccuté 
uns véritable supériorité sur les tirages précédents. 
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INTRODUCTION. 



emploi des signes et des lettres comme moyen 
d'abréviation et de généralisation. 

4 



Signes algébriques. 

i. Pour abréger l'écriture et faciliter le raisonnement, on 
est convenu de représenter les quantités par des lettres. On 
a coutume d'affecter les premières lettres de l'alphabet a, 
b, c,... aux quantités connues, les dernières x, y, z,... aux 
quantités inconnues. 

On a imaginé aussi des signes pour indiquer les diverses 4 
opérations de l'arithmétique. 

Le signe +, que l'on prononce plus, indique l'addition. ( 
Ainsi, 5 plus 5 s'écrit 

5 + 3. 

Le signe — , que l'on prononce moins, indique la sous- 
traction. \insi, 5 moins 5 s'écrit 



INTHOLUCTiON. 



S 



pense de mettre l'indice a. Ainsi la racine carrée de a s'é- 
crit simplement 

fa. 

On se sert du signe —, que l'on prononce égale, pour 
exprimer l'égalité de deux quantités. Ainsi, 5 plus 5 £gale 8 
s'écrit 

Le signe > ïeut dire plus grand que, le signe < plus pe- 
tit que. Ainsi 5 plus grand que 3 s'écrit 
5>3. 

Au contraire, 5 plus petit que 5 s'écrit 
3<5. 

Ou remarquera que ces signes d'inégalité ont la forme 
d'un angle, et que la quantité la plus grande est toujours 
placée du côté de l'ouverture de l'angle. 

Quelques exemples feront bien comprendre l'utilité de ces 
différents signes et le but de l'algèbre. 

Emploi des signes comme moyen d'abréviation. 

2. Problème I. Partager 5o francs entre trois personnes, 
de manière que la première ait 6 francs de plus que la se- 
conde, la seconde fi francs de plus que la troisième. 

Voici comment on peut résoudre œ;te question avec les 
seules ressources do rariilnuéliqne. 

M est clair que si l'on connaissait l'une des parts, on'ob- 
tiendrait ensuite facilement les deux autres. Cherchons, par 
exemple, la troisième part: la seconde part surpasse la 
troisième de 4 francs ; la première, surpassant la seconde de 
6 francs, surpasse la troisième de ! t plus 0, c' est-a-dire de 
i o francs. La somme des trois parts se compose donc de trois 
fois la troisième part, plus 4, plus 10, c'est-à-dire plus i£. 



h INTRODUCTION. 

Mais cette somme est égale au nombre à partager 5o. Si 
de 5o nous otai3 14, le reste 56 sera égal à trois fois la troi- 
sième part; si nous divisons 36 par 5, nous aurons la troi- 
sième part îa. 

Ainsi la troisième part est î a . La seconde, qui la surpasse 
de 4 francs, est 16. La première, qui surpasse la seconde de 
6 francs, est aa. 

3. Reprenons la même question en écrivant les raisonne- 
ments au moyen des signes de l'algèbre. 

Nommons la troisième part x, 

la seconde, qui la surpasse de 4i sera . . x -}- 4» 

la première, qui surpasse la seconde de 6, 

sera a; + 4 + <>■ 

La somme des trois parts est âx + îS. 

Mais cette somme doit être égale au nombre à partager So, 
ce qui s'écrit 

Zx -J- 14 = 5o. 

On nomme équation une égalité dans laquelle entre au 
moins une lettre représentant une quantité inconnue. Les 
raisonnements qui précèdent nous ont conduit à l'équation 

3a: + i4 = 5o. 

Il s'agit maintenant de résoudre cette équation, c'est-à-dire 
de trouver la valeur inconnue de x. 

Si, de ces deux quantités égales, nous retranchons la 
même quantité i4> il restera évidemment deux quantités 
égales, 

3x = So— 14= 36, 
Enfin, si nous divisons par 5, nous aurons 
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La question est résolue, puisqu'il suffit de connaître la 
troisième part pour avoir les deux autres. 

h. Problème H. Partager 167 (ranci entre quatre per- 
sonnes, de manière que la première ait a francs de plus que 
la seconde, la seconde 7 francs de plus que la troisième, et la 
troisième 5 francs de plus que la quatrième. 



Nommons la quatrième part .... x, 

la troisième sera x + 5, 

la deuxième x 5 + 7, 

la première a; + 5 + 7 + 4. 



La somme des quatre parts est l^x + 01; mais cette 
somme doit être égale au nombre a partager 167, ce qui 
s'écrit 

^ + 31 = 167. 
Pour résoudre cette équation, on opérera comme précé- 
demment. Si l'on retranche 3i des deux côtés, on a 
4a;=iC?— Î5i=jS6. 
Si l'on divise ensuite par 4> on trouve 

156 „, 
*= T =34. 

Ainsi, la quatrième part est 34 francs; la troisième 
39 francs, la deuxième 46 francs, la première 48 francs. 
On vérifiera que la somme est bien 167. 

5. Problème III. Partager 53 francs entre deux personnes, 
de manière que la première ait un tiers de plus que la se- 
conde, plus encore 4 francs. 

Nommons la seconde part x, 

la première sera x + ^ + 4- 

Or la somme des deux parts doit être égale à 53 ; on a 
donc l'équation 
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a* + 1+4 = 53. 

Puisque a -fi font |, ax + | font-^, et l'équation s'é- 
crira plus simplement 

Pour résoudre cette équation, nous retrancherons d'abord 

4 de part et d'autre, ce qui donne 

f=53-4=M 9 . . 

Si nous multiplions ensuite par 5 ces deux quantités 
égales, nous aurons 

Enfin, si nous divisons par 7, nous trouvons 

7 

Quand on connaît îa seconde part ai francs, en y ajou- 
tant son tiers 7 francs et encore 4 francs, on obtient la pre- 
mière part 3a francs. Et effectivement la somme des deux 
parts fait bien 53 francs, 

6. Paon lè me IV. Deux personnes possèdent le même ca- 
pital. La première place le sien à 5 pour 100, (a seconde à 

5 pour 1 00. Le revenu de la première surpasse de 4oo francs 
celui de la seconde. Trouver ce capital. 

Bappelons d'abord ce principe établi en arithmétique : 
pour trouver l'intérêt d'un capital , on multiplie le taux de 
l'intérêt par le capital et l'on divise par 100. 

Si donc on désigne par x 1e capital cherché, le revenu de 
la première personne sera 

100 ' 
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celui de la seconde 

100' 

Puisque le revenu de la première surpasse celui de la se- 
conde de 4oo francs, on a l'équation 

àx 5x , , 
— — - — - + 400. 
100 100 

Tour résoudre cette équation, nous retrancherons d'a- 



100 100 
ou, en effectuant la soustraction, 

— == ifOO. 
3 00 

Multiplions ensuite par 100, nous avons 
= 40000. 

Divisant enfin par 2, nous trouvons 

4 00 00 

x = — 20000. 

2 

Ainsi le capital cherché est 40000 francs. 

Vérification. Le capital aoooo francs, placé à 5 pour 100, 
produit 1 000 francs de revenu ; placé à 3 pour 1 00, il ne 
produit que Goo francs. Le premier revenu surpasse bien le 
second de 400 francs. , 

Résolution d'une équation à une inconnue. 

7, On voit, par ces exemples, combien l'emploi des lettres 
et des signes aide l'esprit et facilite le raisonnement. Ce 
qui précède nous fournit aussi l'occasion de faire quelques 
remarques utiles sur la résolution des équations. 
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, Noua avons dit qu'on appelle équation en algèbre une 
égalité dans laquelle entre au moins une lettre représentant 
une inconnue. Les deux quantités égales entre elles sont 
les deux membres de l'équation. Les diverses parties, sépa- 
rées les unes des autres par le signe + ou par le signe — , 
sont les termes de l'équation. 

11 est aisé de voir que l'on peut faire passer un terme 
d'un membre dans l'autre ; il suffit, pour cela, de l'écrire 
dans l'autre membre en changeant son signe. Soit, par 
exemple, l'équation 

6x — j = i5 + ax. 

Si nous aloutons 7 aux deux membres, c'est-à-dire aux deux 
quantités égales, l'égalité subsiste évidemment et l'équa- 
tion devient , 

6x = i3 -}- ax + 7. 
Le terme 7, qui avait le signe — dans le premier membre, 
est passé avec le signe -f- dans le second membre. De 
même, si nous retranchons -ix des deux membres, l'équa- 
tion devient 

Le terme as qui avait le signe + dans le second membre 
est passé avec le signe — dans le premier. 

Ce principe de la transposition des termes est extrême- 
ment utile; il remplace les raisonnements et permet d'o- 
pérer en quelque sorte mécaniquement la résolution des 
équations. On fait passer les termes connus dans un membre, 
les termes inconnus dans l'autre ; on réduit et on divise par 
le multiplicateur de l'inconnue. 

Ainsi l'équation précédente est devenue 
Gx — 2x= i3-f-7. 

En réduisant, on a 

lix = ao, 
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et, en divisant par 4. 




On peut vérifier que 5 est bien la valeur de l'inconnue; 
car en remplaçant x par 5 dans l'équation proposée, les 
deux membres deviennent tous deux égaux à a3. 
8. Considérons encore l'équation 

8a: — 17 = 5x — a. 
On fera d'abord passer le terme 1 7 dans le second membre 
en changeant son signe, ce qui donne 

8^ = 5*+ .7-2. 
liais le ferme 5 x, qui est en tète du second membre , n'a pas 
de signe ; ou procédera comme s'il était affecté du signe + 
et on le fera passer dans le premier membre avec le signe — ; 
car, si des deux membres on retranche 5x, on a 

Sx — 5x= 17 — a; 

d'où l'on déduit 

,3a:=i5, 
te =5. 

Quand l'équation contient des dénominateurs, on com- 
mence par les faire disparaître en multipliant tous les termes 
de l'équation par un nombre convenable. Si l'équation ne 
renferme qu'un seul dénominateur, on multiplie par ce 
dénominateur. C'est ce que nous avons fait dans les pro- 
blèmes 111 et IV. S'il y a dans l'équation plusieurs dénomi- 
nateurs différents, on multiplie par leur produit, ou, plus 
simplement, par leur plus petit multiple. 

f>. Problème V. Trouver un nombre dont ïe quart aug- 
menté de 7 égale les deux tiers diminués de 3. 

En appelant x le nombre cherché, on écrira immédiate- 
ment l'équation 
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Pour chasser les deux dénominateurs 5 et 4< nous mul- 
tiplierons tous les termes par le produit la de ces deux dé- 
nominateurs, ce qui donne ■ 

5* + 84 = 8^ — ^0. 

Nous remarquons que pour multiplier les deux fractions 

7 et ~ par 12, il suffit de multiplier leurs numérateurs 
4 •> 

par 3 et 4, en ôtant les dénominateurs. 
Par la transposition des termes, l'équation devient 
8/j + 50 = Sx — 3x; 

d'où l'on déduit 

5X =120, 
ISO 

«=^=•4. 

Vérification. — Le quart de 24* augmenté de 7, donne 
1 3; les deux tiers iC, diminués de 3, donnent aussi 10. 

Mise des problèmes en équations. 

10. La résolution d'un problème comprend deux parties 
distinctes : on met d'abord le problème en équations, c'est- 
à-dire que l'on établit par des équations les relations qui 
existent entre les quantités connues et les quantités incon- 
nues; on résout ensuite les équations, c'est-à-dire que l'on 
cherche les valeurs des inconnues qui satisfont aux équa- 
tions. Nous avons indiqué les règles très-simples par les- 
quelles on résout les équations à une inconnue. La marche 
ii suivre pour mettre un problème en équations n'est pas sus- 
ceptible d'être formulée d'une manière aussi nette et précise. 
Dans beaucoup do cas simples, il suffit, après avoir repré- 
senté les inconnues par des lettres, d'écrire textuellement 
l'énoncé du problème au moyen des signes de l'algèbre ; c'est 
ce que nons avons fait notamment pour le problème V. Mais 
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ordinairement l'énoncé du problème ne se prête pas à cette 
traduction immédiate en langage algébrique; dans ce cas, 
la meilleure règle à suivre, c'est, après avoir bien examiné 
les conditions de l'énoncé et représenté les inconnues par 
des lettres, de raisonner comme si ces lettres représentaient 
des quantités connues et d'écrire les opérations qu'il fau- 
drait faire pour vérifier que ces valeurs des inconnues satis- 
font bien à l'énoncé ; on arrive ainsi sans grande difiiculté 
aux équations du problème, C'est ainsi que nous avons 
procédé pour le problème IV ; nous avons représenté par os 
le capital inconnu et, raisonnant comme si ce capital était 
connu, nous avons écrit que le revenu de la première per- 
sonne surpasse de 4oo francs celui de la seconde. Les exem- 
ples suivants feront encore mieux comprendre ce précepte. 

11. Problème VI. Deux fontaines coulent dans un bassin; 
la première, coulant seule, le remplit en 4 heures; la se- 
conde, coulant seule, le remplit en G heures. Combien de 
temps les deux fontaines, coulant ensemble, mettront-elles à 
remplir le bassin? 

Désignons par x le nombre d'heures qu'il faut aux deux 
fontaines pour remplir le bassin, et raisonnons comme si 
nous voulions nous assurer que', dans ce temps x supposé 
connu, les deux fontaines, coulant ensemble, remplissent 
bien le bassin. La première fontaine, coulant seule, remplit 

le bassin en 4 heures; en une heure, elle verse donc ' du 

4 

bassin ; en x heures , elle en remplit une fraction marquée 
par La seconde fontaine, coulant seule, remplit le bassin 
en 6 heures; en une heure, elle verse ^ du bassin; en x 
heures, elle en remplit une fraction | ! . Dans le temps x, 
les deux fontaines, coulant ensemble, versent donc une 
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quantité d'eau représentée par 7 + | . la capacité du 
bassin étant prise pour unité. Mais, pendant ce temps, elles 
doivent remplir le bassiu; on a donc l'égalité 

Telle est l'équation du problème. 

Pour la résoudre, 011 fera d'abord disparaître les déno- 
minateurs ; on voit de suite que 1 2 est le plus petit multiple 
des nombres 4 et C. On multipliera donc par 12 tous les 
termes de l'équation, et nous observons que, pour multi- 
plier par 1 2 les deux fractions ^ et | , il suffit de multiplier 

leurs numérateurs par 5 et par 2, en ûtant les dénomina- 
teurs. L'équation devient ainsi 

3x-$-ax=n; d'où 5.r=i3. 




Ainsi il faut a heures et ai minutes aux deux fontaines, cou- 
lant ensemble, pour remplir le bassin. 

La vérification a lieu effectivement, si l'on remplace 
dans l'équation a; par sa valeur ^ ;'car les deux fractions 
^ et g deviennent, après simplification , | et j!-, dont la 
somme est 1, 

12. Problème Vil, Un père a ûo ans, son fils en a 10. 
Dans combien de temps l'âge du père sera-t-il triple de l'âge 
du fils ? 

Soitx le nombre d'aimées cherché. Après ce temps, l'âge 
du père sera 40 + x, l'âge du fils sera 10+ x. Comme à 
cette époque l'âge du père doit être triple de l'âge du fils, 
on a l'équation 

,i« + i=(i» + i)X3. 
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La parenthèse indique que la quantité 1 o + x est multi- 
pliée par 3. 

Pour répéter trois fois la somme 10 + x, il suffit évi- 
demment de répéter trois fois chaque partie; l'équation 
devient donc 

d'où l'on déduit 

1 = 5. 

Ainsi, dans 5 ans l'âge du père sera triple de l'âge du 
fils. Et, en effet, à cette époque le père aura 45 ans, le 
fils i5, et 45 est bien le triple de îâ. 

13. Problème VIII. Deux courriers parient au même in- 
stant de deux villes distantes de 100 lieues et vont à la ren- 
contre l'un de Vautre. Le premier fait 3 lieues à l'heure, le 
second en fait a. Quels chemins les deux courriers parcour- 
ront-ils avant de se rencontrer? 

Le choix de l'inconnue a une grande importance pour la 
facilité de3 raisonnements et la simplicité des calculs. Dans 
le problème actuel, au lieu de prendre les inconnues indi- 
quées par l'énoncé, c'est-à-dire les chemins parcourus, 
nous prendrons une autre inconnue dont les premières se 
déduisent aisément, savoir le temps pendant lequel mar- 
chent les deux courriers. Soit a; ce temps exprimé en heures. 
Le premier courrier, faisant 5 lieues à l'heure, parcourra 
en x heures 3x lieues ; le second, faisant a lieues à l'heure 
parcourra dans le même temps zx lieues. Mais la somme 
des chemins parcourus doit être égale à la distance totale 
j 00 lieues. On a donc l'équation 

5x -\- 2x^=100; 

d'où l'on déduit 

2 = 30. 

Ainsi les deux courriers se rencontrent après ao heures 
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de marche. Le premier aura parcouru 60 lieues, le second 
4o. La somme est bien égale à 1 00. 

ih. Problème IX. Une montre marque midi; les devxai- 
guiUes, savoir l'aiguille des heures et eelle des minutes, sont 
actuellement au mime point du cadran. On demande dans 
combien de temps, et en quel.point du cadran, l'aiguille des 
minutes rencontrera celle des heures ? 

Le cadran d'une montre est divise en Go parties égales. 
Dans une heure, l'aiguille des minutes parcourt les 60 di- 
visions du cadran, tandis que celle des heures n'en parcourt 
que 5. Prenons l'heure pour unité de temps et appelons a: 
le temps cherché dans le temps x, l'aiguille des heures 
parcourt 5a; divisions, et l'aiguille des minutes 6ox; mais, 
après ca temps, l'aiguille des minutes, ayant rejoint l'ai- 
guille des heures, a parcouru le tour du cadran, c' est-a-dire 
60 divisions, plus 5a; divisions. On a donc l'équation 
Goj; = 6o-f-5j;; 

d'où l'on déduit 

Ainsi, la première rencontre aura lieu a i h 5"' 27' et une 
fraction fj de seconde. 

La deuxième rencontre aura lieu après un temps égal, 
c'est-à-dire à a' 1 o"° + || m ; la troisième, encore après un 
temps égal, c'est-à-dire à 3 h 16" 4- etc. La onzième ren- 
contre aura iieu à minuit, aprèsun intervalle de 12 heures. 

35. PaouLÈME X. Le soleil s'avance chaque jour de V ouest 
à test de 5g' 8'', 19, la lune de 10° ro' La lune est 
actuellement en conjonction avec le soleil. On demande dans 
combien de temps elle reviendra en conjonction. 

On dit que la lune est en conjonction avec le soleil quand 
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ces deux astres sont en ligne droite avec la lerre et d'un 
même côté delà terre; c'est le moment de la nouvelle lune. 
Prenons pour unité de temps lejour et appelons x le temps 
cherche. Réduisons les arcs en secondes. I,o soleil décri- 
vant 55/i8", 19 par jour, décrira 5548",!", x x en «jours; 
lalune décrivant 47454"-°'9 par jour, décrira 47454">So,X a; 
secondes dans le même temps. Mais la lune, ayant rejoint 
le soleil, a décrit dans le ciel une circonférence entière, 
c'est-à-dire 5Go° ou îatjGooo", plus l'arc décrit par !e so- 
leil. On a donc l'équation 

47454,890;= 1396000 -f- 5548,ig x. 

On en déduit 

lanGooo 

Ce temps est ce qu'on appelle la durée de la révolution sy- 
nodique de la lune, ou le mois lunaire. 

10. Problème XI. Combien faut-il mélanger de vin à 
45 centimes le litre et de vin â 55 centimes pour faire îâo 
litres de mélange à 4o centimes le litre? 

• Appelons x la quantité du premier vin qu'ill'aut mettre 
dans le mélange; celle du second vin sera îâo — x. 

lin litre du premier vin coûtant 4-* centimes, x litres, 
coûteront ^ôx centimes; de même i5o — a; litres du se- 
cond vin coûteront 55 (iao — x) centimes. Mais, puisqu'un 
litre du mélange doit revenir à 4o centimes le litre, le mé- ' 
lange entier doit coûter 4oX i5o ou Gooo". On a donc l'é- 
quation 

45^ + 55;i5o — x) = Gooo, 
en prenant le centime pour unité. . ^ 

Multiplier 55 par i5o — x revient à le répéicr i5o fois 
moins x fois, ce qui donne 5ôxi5o ou 49&° moins 55x. 
L'équation devient donc 

45,c -j- 4[)5o — 53a: = Cooo ; 
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d'où l'on déduit 

i°5° . .-, 

x = ■ = 8?,5 litres. 

11 

En retranchant ce nombre de i5o, on a ce qu'il faut 
prendre du second vin. Ainsi on mélangera 87,5 litres du 
premier vin avec 6a, 5 du second. 

17. Problème XII. On a un lingot d'argent pesant 
1 2/,5 grammes au titre 0,87. Combien faut-il y ajouter- d'un 
second lingot au titre o,g5 pour en élever le titre à 0,90? 

On appelle titre d'un lingot d'or ou d'argent la quantité 
d'or ou d'argent pur que renferme un gramme du lingot. 
Appelons x la quantité du second lingot qu'il faut ajouter 
au premier. Le lingot, formé de l'alliage des deux premiers, 
pèsera 1245 -\- x grammes. 

lin gramme du premier lingot contenant 0,87 d'argent 
pur, ia^5 grammes contiendront 0,87 x is45ou io85,i5. 
Un gramme du second lingot contenant o,g5 d'argent pur, 
x grammes en contiendront o,g5 x x. Mais le troisième lin- 
got, pour être au titre 0,90 et peser ia/ ( 5 + .r grammes, 
devra contenir 0,90(12/10 -f x) d'argent pur. On a donc 
l'équation 

io83,i5 + o,g5£ = 0,90(1 345 
Si l'on multiplie par 100 les deux membres, l'équation 
devient 

io83i5 + i)5^ = 9o(i2i5-[-i')i 

ou 

108 j i5 + $5x = 1 1 -io5o + 9°^- 

On en déduit 

x = 747 grammes. 

18. PROBLÈME XIII, D'après Vitruve, la couronne du roi 
Ilièron pesait 7-^05 grammes ci perdait dans l'eau 4 ( >7 
grammes. On sait quel' or perd dans l'eau les 52 millièmes de 
son poids, que V argent en perd les gâ millièmes. Déterminer 
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les quantités d'or et d'argent qui entrent dans la composition 
de la couronne. 

On raconte que le roi Hiéron de Syracuse avait fait re- 
mettre à un orfèvre une certaine quantité d'or pour en faire 
une couronne. Le travail achevé, la couronne avait bien le 
poids voulu; mais le roi, soupçonnant l'orfèvre d'avoir 
gardé une partie de l'or et d'y avoir substitué un égal poids 
d'argent, consulta Arcbimède sur le moyen de découvrir la 
fraude sans endommager la couronne. Un jour qu'Ârchi- 
mède était aux bains, la solution du problème se présenta 
tout à- coup à son esprit. On dit que, transporté de joie, il 
s'élança hors du bain, et, oubliant qu'il était nu, tra- 
versa les rues de Syracuse eu criant: J'ai trouvé, j'ai 
trouvé (EÛpr^ijt'jpjiKi). 

Le moyen imaginé par Arcbimède repose sur ce principe 
de physique trouvé par lui, savoir, que tout corps plongé 
dans l'eau y perd une partie de son poids égal au poids du 
volume d'eau déplacé. li consiste à déterminer par deux 
expériences préliminaires combien l'or, plongé dans l'eau, 
perd de son poids, et combien perd l'argent; puis à déter- 
miner de la même manière combien perd la couronne plon- 
gée dans l'eau et u comparer le résultat aux précédents. 

L'n gramme d'or perdant o,o5j dans l'eau, j/fi5 grammes 
d'or perdent o,o5s x^^Gh ou 588, 18. Si la couronne était 
d'or pur, plongée dans l'eau, elle perdrait donc 588, 18 ; 
mais elle perd 467 grammes ; ceci annonce qu'il entre dans 
sa composition un métal, comme l'argent, moins dense 
que l'or. 

Appelons x la quantité d'argent introduite par l'orfèvre; 
la quantité d'or sera 7^65 — x. Un gramme d'argent per- 
dant 0,09") dans l'eau, x grammes perdront o,og5a;. De 
même 746a — x grammes d'or perdront o,oh-i (7400 — x). 
La perte éprouvée par les deux quantités d'or et d'argent 
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devant être égale à la perte 467 grammes éprouvée par la 
couronne (on suppose que l'alliage des deux métaux a lieu 
sans contraction ni dilatation), on a l'équation 

0,095^ -f- o,o52 (;^65 — x) = 467. 

En faisant la multiplication indiquée par la parenthèse, 
cette équation devient 

o,op,5x-|-588,i8 — o,o5sx= 467 
0,043^=78,83, 

d'où l'on déduit 

x= i835 grammes. 

Ainsi 1* orfèvre avait substitué (833 grammes d'argent à 
un égal poids d'or. 

19. Jusqu'ici nous n'avons résolu que des problèmes à 
une inconnue. Nous allons donner quelques exemples de 
problèmes a plusieurs inconnues. 

Problème XIV. Pour payer ses ouvrier* sur le pied 'de 
5 francs chacun, il manque 8 francs à celui qui les fait tra- 
vailler. Mais s'il ne leur donnait que 2 francs chacun, it lui 
resterait 5 francs. Quelle est la somme d'argent et le nombre 
des ouvriers ? 

Désignons par x le nombre des ouvriers, et par y la 
somme d'argent. Pour donner ô francs à chacun, il fau- 
drait Sx francs ; mais comme il manque 8 francs, on a 
l'équation 

y=3x— 6. 

Pour donner a francs à chacun, il faut atc francs, et comme 
il reste 5 francs, on a l'équation 

On a ainsi deux équations à deux inconnues. 

Si, dans la seconde équation, nous remplaçons y par la 
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quantité égale ox — 8 donnée par la première, nous obte- 
nons une équation à une seule inconnue 

3a: — 8 = ix + 3 ; 
de laquelle nous déduisons, en la résolvant par le procédé 
ordinaire 

x= 11. 

Une fois la valeur de x trouvée, on obtient celle àcy en 
remplaçant x par sa valeur n dans l'une des deux pre- 
mières équations, ce qui donne 
y= a5. 

Ainsi il y a 1 1 ouvriers, et la somme d'argent est aô francs. 

20. Problème XV. Deux sources, gui coulent unifor- 
mément, ont rempli ensemble un réservoir de i8 mètres 
cubes, en coulant l'une pendant y heures, l'autre pendant 
a heures. Les deux mêmes sources ont rempli un second 
réservoir de 22 mètres cubes, la première coulant pendant 
5 heures, la seconde pendant 5 heures. On demande quelle 
est la dépense de chacune de ces sources. 

Prenons pour unité de volume le mètre cube, et appelons 
x et y les volumes d'eau que fournissent les deux sources par 
heure. La quantité d'eau versée par la première en 7 heures 
est jx, celle versée par la seconde en a heures est ai/ ; le 
premier réservoir ayant été rempli de cette manière, on a 
l'équation 

;x+ay= 18. 

De même Sx et 5y sont les quantités d'eau versées par les 
deux sources en 5 heures et en 5 heures ; le second réser- 
voir ayant été rempli de cette façon, on a la seconde équa- 
tion 

Pour résoudre ces deux équations, tirons de la première la 



20 INTRODUCTION. 

valeur de y, comme si x était connue; ce qui donne 
18 — 

et substituons cette valeur à la place de y dans la seconde 
équation, nous aurons l'équation 
fiS — ?x\ 



.+■(*■ 



qui ne renferme plus qu'une seule inconnue 3;. 

Si l'on multiplie par 5 le numérateur de la fraction, cette 
équation devient 

, 00 — Z5x 

■âx + 2 = aa: 

a 

en chassant le dénominateur et résolvant, on trouve 



Pour avoir ensuite la valeur de y, on remplacera x par 



sa valeur - — dans l'équation 
* 9 



ce qui donne 



"9 

mis à la place de x et de y satisfont bien aux deux équations 
du problème. Si l'on réduit en décimales, on trouve que les 
deux sources dépensent par heure, la première 1 586 litres, 
la seconde 5448 litres, en négligeant les fractions de litre. 

Résolution de deux équations à deux inconnues. 



21. Remarquons la méthode que nous avons suivie pour 
résoudre deux équations à deux inconnues. Nous avons tiré 
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de l'une des équations la valeur de l'une des inconnues, par 
exemple de y, comme si l'autre x était connue, et nous 
avons substitué cette valeur dans l'autre équation ; nous 
avons obtenu de la sorte une équation à une seule in- 
connue a?, que nous avons résolue par le procédé or- 
dinaire. 

Appliquons encore cette méthode à quelques exemples. 
Soient les deux équations 

5x — 3y = 14, 
?x + 6y = 40. 

De la première, en faisant passer le terme 5y dans le second 
membre, le terme 14 dans le premier, et divisant par 
on tire 

5a7 — 14 

r— 5-; 

Substituons cette valeur à la place de y dans la seconde 
équation, nous aurons l'équation à une inconnue 

^+0^=4». 

Ici le diviseur 5 disparaît, à cause du multiplicateur 6, et 
l'équation devient 

-f 3(5^— i4)=4o, 

ou 

tox — a8 =40; 

d'où 

En portant cette valeur de x dans l'équation 
_5ï— 14 
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Vèrifi cation. Ces deux valeurs 4 et 2, mises à la place de 
x et de y, rendent les deux premiers membres des équa- 
tions proposées égaux respectivement à 1/1 et à 4*>i et les 
équations sont satisfaites. 

Soient encore les deux équations 

i3z— 91/= 17, 
i(X— i5y= 7. 

De la première, résolue par rapport à y, nous tirons 

iTix — 17 

Si, aiin d'éviter le signe — devant le terme en y dans la 
seconde équation , on fait passer ce terme dans le second 
membre, cette équation devient 

nar = 7 -[- i5y; 

en substituant à la place de y sa valeur déduite de la pre- 
mière équation, on a 

On peut simplifier en divisant par 3 le numérateur et le 
dénominateur de la fraction, ce qui donne 

ou 

, 65x— 85 

Multiplions par 5, l'équation devient 

5Ôx=ii-\-65x— 85; 

d'où l'on tire 
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Cette valeur, portée dans l'équation 
donne 

y=>- 

Nous verrons plus tard que la précaution que nous avons 
prise de faire passer le terme i5y dans le second membre, 
afin d'éviter le signe — , n'est pas nécessaire. 

22. PHOBtÈME XVI. On a formé trois mélanges de froment, 
de seigle et d'orge. Le premier contient 10 mesures de froment, 
3o de seigle et ao d'orge; il revient à a5o francs. Le second 
contient la mesures de froment, i5 de seigle, cf 6 d'orge; il 
revient à i 58 francs. Le troisième contient / ( mesures de fro- 
ment, 10 de seigle et 5 d'orge, et retient à 7S francs. Quel 
est le prix de la mesure de froment, de seigle et d'orge? 

Appelons x, y, z le prix d'une mesure de chaque denrée. 
Une mesure de froment valant x francs, 10 mesures vau- 
dront 10 fois plus, c'est-à-dire iox; ainsi la quantité de 
froment contenue dans le premier mélange coûtera tox; de 
même la quantité de seigle coûtera 5oy, la quantité d'orge 
203; comme le mélange coûte zôo francs, on a l'équation 

1 ox + 5oy aoî = a56. 
On obtiendra de même les équations 

îaz-f i5y+6i= i38, 
4x+ ioy + 5t= ?5, 

Nous remarquons d'abord que l'on peut simplifier la pre- 
mière équation en divisant tous ses termes par 10, et la se- 
conde en divisant tous ses termes par 3, de sorte que ces 
trois équations s'écrivent 

x-\- 5y -|- as = o3, 

fcc-f-ioy4-5*=75. 
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Il s'agit de résoudre ces trois équations à trois inconnues. 
La méthode est la même que celle que nous avons suivie 
pour deux équations à deux inconnues. De la première équa- 
tion résolue par rapport à x, comme si l'on connaissait y et 

on tire 

X—UÔ 5# 3Z. 

Si nous mettons à la place de x cette valeur dans les deux 
autres équatious, nous obtiendrons deux équations à deux 
inconnues 

4(î3-3y- as )+ 5y + as=46, 
4(a3 — 3y — as) + loy + 5;— "5. 
Ces équations, simplifiées, deviennent 

ay + 5*= 17. 
De la dernière, nous tirons 

': — sy . 
3 ' 

substituant dans la précédente, nous avons une équation à 
une inconnue 

^+6^=46, 
plus simplement . 

ry + 2(i7 — ît/) = 46; 

d où 

y =4- 

En portant cette valeur de y dans l'équation 
'7 — ag 

3 ' 

on trouve 

En portant ce3 valeurs de y et de z dans l'équation 
x = a3 — 3y — aï, 

on trouve enfin 
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Ainsi la mesure de froment coûte 5 francs, celle de seigle 
û francs, celle d'orge 5 francs. 

Emploi des lettres comme moyen de généralisation. 

23. Nous avons expliqué la formation d'une écriture abré- 
gée qui facilite beaucoup le raisonnement et qui constitue, 
en quelque sorte , la langue des mathématiques. Elle pré- 
sente un autre avantage non moins important, qui est de 
généraliser la résolution des problèmes. 11 suffit, pour cela, 
de représenter par des lettres, non-seulement les quantités 
inconnues, mais encore les quantités connues, et nous avons 
déjà dit que, afin d'éviter la confusion, on se sert des pre- 
mières lettres de l'alphabet pour les quantités connues, des 
dernières pour les quantités inconnues. De cette manière, 
les raisonnements porteront non plus sur des nombres par- 
ticuliers, mais sur des quantités quelconques, et l'on résou- 
dra ainsi, à la fois, toutes les questions de même espèce. 
Quelques exemples feront bien comprendre cette nouvelle 
propriété de l'algèbre, 

2a. Reprenons le problème 1. Partager 5o francs entre 
trois personnes, de manière que la première ait 6 francs de 
plus que la seconde, la seconde 4 francs de plus que la troi- 
sième. 

Nommant x la troisième part, nous avons dit que les deux 
autres parts sont exprimées par x + 4 et x -f 4 + .6 ; écri- 
vant que la somme des trois parts est égale à 5o, nous avons 
obtenu l'équation 

5#-f- i4 = 5o, 
que nous avons résolue, et d'où nous avons déduit 
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Si l'on change les nombres qui entrent dans l'énoncé 
du problème, ai l'on demande, par exemple, de partager 
64 francs entre trois personnes, de manière que la première 
ait 5 francs de plus que la seconde, la seconde 7 francs de 
plus que la troisième, il est clair qu'il faudra recommencer 



exactement les mêmes raisonnements, 

Ainsi, nommant la troisième part x, 

la seconde sera x -f 7> 

la première x -f- 7 + 5. 



Écrivant que la somme de trois parts est égale au nombre 
à partager 6/,, 011 aura l'équation 

5z -f- 19 = 64, 

que l'on résoudra de la même manière, et d'où l'on déduira 
x = i5. 

On a dû naturellement se demander si l'on ne pourrait 
pas résoudre à la fois toutes les questions de ce genre, de 
manière qu'on ne fût pas obligé de recommencer les mêmes 
raisonnements dans chaque exemple particulier. Or ceci est 
bien facile. Représentons par la lettre a la somme à partager, 
par b l'excès de la première part sur la seconde, par c l'excès 
de la seconde sur la troisième et raisonnons sur ces lettres 
comme sur des nombres donnés. 

Nommant la troisième part x, 

la seconde sera x-\-c, 

la première x + c + 6. 

Écrivant que la somme des trois parts est égale au nombre 
à partager a, nous aurons l'équation 

Zx -\- te ~\- b = a. 
Retranchons des deux membres les quantités b et ae, l'é- 
quation devient 

Zx = a— b — ac; 
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divisant par 5, nous trouvons 

a — b — ac 

*=—»—■ 

C'est là ce qu'on appelle une formule. Elle indique quelles 
opérations il faut effectuer sur les quantités connues pour 
en déduire la valeur de l'inconnue. Cette formule dit que 
pour trouver la troisième part, il faut, du nombre à partager 
a, retrancher l'excès 6 de la première part sur la seconde, 
et deux fois l'excès c de la seconde sur la troisième, puis 
diviser le résultat par 5. 

Quand on veut appliquer à un exemple, on remplace 
dans la formule les lettres par leurs valeurs particulières et 
l'on effectue les calculs. Ainsi, dans le premier exemple, on 
fera a = 5o, b = 6, c = 4; '^ formule donné 
_ 5o — G — 4 X2 _ 
5 ' 

d'où, en effectuant les calculs, 

(l'est bien la valeur trouvée directement. 

25. Généralisons delà même manière le problème VIH, 
et pour cela représentons par a la distance des deux villes, 
par 6 la vitesse du premier courrier, c' est-a-dire le nombre 
de lieues qu'il parcourt en une heure, par c la vitesse du 
second. Nous prendrons encore pour inconnue le temps 
pendant lequel marchent les deux courriers jusqu'à leur 
rencontre. Nommons x ce temps. Le premier courrier, fai- 
sant b lieues à l'heure, parcourra en x heures bx lieues; le 
second, faisant c lieues à l'heure, parcourra, dans le mémo 
temps, ex lieues. Mais la somme des chemins parcourus par 
les deux courriers doit être égale à la distance totale a lieues. 
Nous avons donc l'équation 

b X + ex = a ; 
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que l'on peut écrire 

[b + c)x = a, 

la parenthèse indiquant que la quantité fi + c est multi- 
pliée par x. En divisant les deux membres de l'équation 
par h + c, on a 

Cette formule dit que, pour trouver après combien 
d'heures a lieu la rencontre, il faut diviser la distance des 
deux points de départ par la somme des chemins que par- 
courent les deux courriers en une heure. 

On appliquera à l'exemple considéré, en faisant a = 100, 
b = 7), c — a, ce qui donne 

100 101 

26. Généralisons encore le problème VIT, que nous po- 
serons ainsi ; l'âge d'un père est a années, l'âge du fiis fi. 
Dans combien de temps l'âge du père sera-t-il n fois l'âge 
du fils ? 

Désignons par x le nombre d'années cherché. Après ce 
temps l'âge du père sera a -\- œ, l'âge du fils b -\- x. Comme 
l'âge du père doit être n fois l'âge du fils, on a l'équation 
a-j-x=(6 + x)xn ) 

ou 

a -{- x = nb + nx. 
Par la transposition des termes, cette équation devient 
a — ni = nx — x, 

ou 

a — nb = xX(n — i)î 

d'où l'on déduit 



Si l'on applique à l'exemple considéré, on fera a = 4o, 
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b = io, n = 5 ; la formule donne 

r= 4o— ioX5 ^ 4o— 5o 

27. Cette introduction suffit, je pense, pour faire com- 
prendre au lecteur le but de l'algèbre, et lui donner une 
idée de la méthode à laquelle les mathématiciens ont donné 
le nom d'analyse. Elle olîre d'ailleurs l'avantage de mettre 
les commençants en état de résoudre immédiatement un 
grand nombre de questions ; nous en proposons ici quelques- 
unes comme exercices. Nous allons maintenant revenir sur 
nos pas et exposer en détail et avec ordre le mécanisme du 
calcul algébrique. 

Exercice*. 

Pbodlème I. Trois personnes oui ensemble 112 ans; la deuxième n 8 ans 
de plus que la plus jeune; [a troisième a autant que les deux eulres. Quel 
est l'âge de chacune d'elles? 

Réponse. La plus jeune a 21 ans, la deuxième 32, la troisième sa. 

Problème II. Faire 53 francs avec [fi pièces de 2 et de S francs. 

Riponse. On prendra 9 pièces de 2 francs el 7 île 5 francs. 

Problème III. L'n homme, en arrivant à Paris, a dépense" le premier jour 
!c \ de son argent, le second jour la moitié du reste; ;ll n'a plus alors que 
18 francs. Combien avalt-ll d'argent? 

Réponse. 1Î0 francs. 

Problème IV. Quelle est la fraction telle que, si l'on ajoute 1 à sou numé- 
rateur, elle devienne égale ù J et si l'on ajoule 1 à son dénominateur, elle 
devient égaie à J? 

Réponse. ^. 

Problème V. Un bassin est alimenté par deux tuyaux de conduite. Dans 
une première expérience, le premier ayant été ouvert pendant 4 heures, le 
second pendant 5 heures, on a obtenu 40 mètres cubes d'eau. Dans une se- 
conde expérience, le premier ayant été ouvert pendant G heureB, le second 
pendant 3 heures et demie, on a obtenu 50 mètres cubes. Quelle est la quan- 
tité d'eau que chaque tuyau fournit en une heure! 

Répanse. Le premier tuyau dépense C875 litres d'eau par heure, le se- 
cond 2500. 

Problème VI. Une personne a des jetons dans ses deux mains; si elle en 
passe un de la droite dans la gauche, il y en a autant dans les deux mains; 
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mais si elle en passe un rte la gauche dans la droite, celle-ci en contient le 
double. 

Réponse. La main rtrollc conlienl T jetons, la gauche 5. 

PaoHr.Èse VIT. Une personne a décide' dans son testament que sa fortune 
serait distribuée entre quatre personnes, de manière que ia deuilème ait 
deux fuis autant que la première, la troisième autant que ies deux premières 
et la quatrième autant que la deuxième et la troisième. La fortune totale 
s'élèn a I IO0O francs. Quelle est la part de chacune d'elles 7 

Réponse. La première aura 1000 francs, la deuxième 2000, ta troisième 

Problème VltL Trouver le nombre dont ta double ajoute" à 21 surpasse 
Riponse. hi. 

Phoblehe IX. Partager 76 en deux parties telles que 3 fois la plus grande 
surpasse 7 fuis la plus petite de 15. 

Réponse. Ces deux parties sont 51 et 21. 

PRoni.È»E X. De deux tonneaux égaui, après avoir tire - de l'un 15 litres 
et de l'autre 160, 11 reste deux fols plus de vin dans le premier que dans le 
second. Combien chaque tonneau contenait-Il de litres? 

Réponse. 255 litres. 

Problème XI. Un maître, ayant propose 12 problèmes a son élève, con- 
vient de lui donner 25 centimes pour chaque problème résolu, a. la condition 
que l'élève payera 10 centimes pour chaque problème non résolu. Le compte 
fuit, le maitre doit a l'élève I franc 25 centimes. Combien celui-ci a-t il ré- 
solu de problèmes î 

Réponse. L'élève a résolu ' problèmes. 
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PRÉLIMINAIRES. 



Définitions. 

28. Toute expression algébrique indique une série d'opé- 
rations à effectuer sur des quantités représentées par des 
lettres. L'expression est un polynôme si elle est composée 
de plusieurs parties séparées les unes des autres par le 
signe -\- ou par le signe — . Ces diverses parties sont les 
fermes du polynôme. Dans le cas contraire, c'est un monôme. 

On donne spécialement le nom de binôme à tout poly- 
nôme composé de deux termes, celui de trinôme à tout poly- 
nôme composé de trois termes,, etc. 

Ainsi les expressions 

sont des monômes. 
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Les expressions 

3a*— 5aô, a + 4^1 7« — VÊt' 
sont des binômes. 
Les expressions 

a * _ soi 3rt + 3 — 5fi, 

sont des trinômes. 
L' ex pression 

è' — 3<ri> + 5a**' — jafi*— ib l 
est un polynôme à cinq termes. 

29. Une expression algébrique qui ne contient pas le 
signe \/~ estditerafionnette; par opposition, elle est dite 
irrationnelle, si elle contient le signe v' . 

L'expression 

/|o' — ob' 

a + b 

est rationnelle ; mais l'expression 
a + V^ 

est irrationnelle. 

30. line expression rationnelle est entière si clic ne con- 
tient pas le signe de la division ; elle est fractionnaire si elie 
le contient. 

L' expression 

est un polynôme entier. 
L'expression 

est fractionnaire. 

31. Tout monôme entier est de la forme 



CALCUL ALGÉBRIQUE. 38 

Il faut distinguer dans ce monôme les lettres a, b, c qui 
le constituent, les exposants 5, a, 1 dont ces lettres sont 
affectées (la lettre c, qui n'a pas d'exposant, est censée af- 
fectée de l'exposant i ; et, en effet, la quantité c est la pre- 
mière puissance de c) et le multiplicateur 7 placé au com- 
mencement. Ce multiplicateur porte spécialement le nom 
de coefficient, il indique que la quantité a^b'c est répétée 
7 fois. 

Le monôme 

a'Pc, 

qui n'a pas de coefficient, est censé avoir le coefficient 1 ; en 
effet, on a ici une fois la quantité a'iiV 

32. On appelle degré d'un monôme entier par rapport h 
une lettre l'exposant de cette lettre; degré par rapport à 
plusieurs lettres la somme des exposants de ces lettres. 

Ainsi le monôme 

est du troisième degré par rapport à. a, du second degré 
par rapport à b, du premier degré par rapport a c. Il est du 
cinquième degré par rapport aux deux lettres a et b, du 
sixième degré par rapport aux trois lettres a, b, c. 

On appelle degré d'un polynôme par rapport à- une lettre 
le degré du terme dans lequel cette lettre est affectée du 
plus fort exposant. Ainsi le polynôme 

5x s — 4 e * -\-5x — G 
est du troisième degré par rapport k x. 

Lorsque tous les termes d'un polynôme sont du même de- 
gré par rapport aux différentes lettres qu'il renferme, on dit 
qu'il est homogène. Ainsi le polynôme 
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est homogène et du troisième degré, parce que tous ses 
termes sont du troisième degré par rapport aux deux lettres 
a et 6 qui entrent dans ce polynôme. 

Un terme qui ne contient pas une lettre est regardé 
comme étant du degré o par rapport à cette lettre. Ainsi le 
premier terme sa", qui ne contient pas la lettre b, sera du 
degré o par rapport à 6. Le dernier, qui ne contient pas la 
lettre a, sera du degré o par rapport à a ; de cette façon, on 
peut dire que dans tous les termes la somme des exposants 
égale 3. 

Polynôme. 

83. Un polynôme indique une série d'additions et de 
soustractions a effectuer. 
Ainsi le polynôme 

a + b — c + d — e — f 

indique qu'il faut ajouter la quantité a, puis la quantité b, 
ensuite retrancher c, ajouter d, retrancher e et encore f. 

Les termes affectés du signe + sont dits positifs; les 
termes affectés du signe — sont dits négatifs. Le terme «, 
qui, placé au commencement, n'a pas de signe, est positif, 
et doit être considéré comme affecté du signe +. 

11 est évident que la série des opérations indiquées par un 
polynôme revient à ajouter la somme des termes positifs et à 
retrancher la somme des termes négatifs. 

Pour éclaircir ceci par un exemple, supposons que le 
poiynômc représente les opérations d'un négociant dans 
le courant de la journée, les termes positifs étant les re- 
cettes, les termes négatifs les dépenses. Au commencement 
de la journée, le négociant avait en caisse une certaine 
somme d'argent; il a fait d'abord une recette a et une se- 
conde recette b ; puis il a payé c; après quoi il a reçu d, il 
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a payé e et encore f. 11 est évident qu'à la fin de la journée 
son avoir a été augmenté de la somme des recettes et dimi- 
nué de la somme des dépenses. 
Soit le polynôme numérique 

La somme des termes positifs est ôg, celle des termes né- 
gatifs a 5. Il faut ajouter 5g et retrancher sô.cc qui revient 
à ajouter îG, excès de la première somme sur la seconde. 
Dans ce cas, la valeur du polynôme est positive; on l'é- 
crit + 16. 

Lorsque la somme des termes négatifs l'emporte sur celle 
des termes positifs, le polynôme n'en conserve pas moins 
une signification très-nette. Soit le polynôme 

5 — 3 + 7— <o + 4— 9- 
11 faut ajouter 16, somme des termes positifs, et retran- 
cher 22, somme des termes négatifs; ce qui revient à 
retrancher 6, excès de la seconde somme sur la première. 
Dans ce cas, la valeur du polynôme est négative ; on l'é- 
crit— 6. 

Deux polynômes, et en général deux expressions algébri- 
ques, sont égales, lorsqu'elles ont la même valeur affectée 
du même signe. 

3fi. Il résulte clairement do ce qui précède que l'on peut 
changer à volonté l'ordre des termes d'un polynôme. Car, 
quel que soit l'ordre des termes, on a toujours finale- 
ment la mémo somme à ajouter et la même somme à re- 
trancher. 

Ainsi les termes du polynôme 

a+b—c+d—e—f 
peuvent être écrits dans tel ordre qu'on voudra, par exemple 
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dans l'ordre suivant 

-e + d-f+a-c + b. 

Il n'y a aucun inconvénient à commencer par un terme 
négatif. Pour revenir à notre comparaison, cela signifie que 
le négociant commence par payer e, qu'il reçoit ensuite d, 
qu'il paye f, etc. Or rien n'empêche de supposer que le né- 
gociant a dans sa caisse, au commencement de la journée, 
une assez grande somme d'argent pour effectuer les paye- 
ments. 

Termes semblables. 

35. On dit que deux termes sont semblables lorsqu'ils 
sont composés des mêmes lettres affectées des mêmes expo- 
sants, et qu'ils ne diffèrent que par les coefficients et les si- 
gnes. 

Soit le polynôme 

5a' — -f jai* + a'b — aa' — 8a6' + a* — t soi* -f 3a'é. 
Nous voyons d'abord les trois termes semblables 
5a* — a „> -|_ a», 

que l'on peut réduire et remplacer par le seul terme -f- ^a*. 
En effet, la quantité a* doit être ajoutée 5 fois et encore 
i fois, c'est-à-dire 6 fois, et retranchée 2 fois, ce qui revient 
à l'ajouter 4 fois. 
Nous trouvons ensuite les termes semblables 

— 4a , 4 + o'4 + 3o*i 

qui se détruisent. Car la quantité a'b doit être ajoutée 3 fois 
et encore t fois, c'est-à-dire 4 fois, et retranchée 4 fois. 
Il reste les termes semblables 

+ jab' — Sab* — iinb', 
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qui se réduisent à — i5a&\ Car la quantité ab' doit être 
ajoutée 7 fois et retranchée 8 fois et encore 12 fois , c'est- 
à-dire 20 fois, ce qui revient à la retrancher i3 fois. 
Ainsi ie polynôme proposé s'écrit plus simplement 

4a J — i3ai*. 

Dans la pratique, on opère très-rapidement cette réduc- 
tion des termes semblables. Soient les termes semblables 

faisant abstraction de la quantité ab', ou ne considère que 
les coefficients et les signes 

+ 7-8-11, 

et l'on calcule la valeur — 1 5 de ce polynôme numérique ; 
puis on écrit — 1 ôaii* au résultat, et l'on barre les termes 
réduits. 

Ordonner un polynôme. 

36. Après avoir réduit les termes semblables, on a cou- 
tume d'ordonner le polynôme, soit par rapport aux puis- 
sances décroissantes d'une môme lettre, soit par rapport 
aux puissances croissantes, c'est-à-dire que l'on écrit les 
termes dans un ordre tel que les exposants de cette lettre 
aillent , soit en diminuant, soit en augmentant. 

Ainsi le polynôme 

5s*— (tf+Sx — 6 
est ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x. 
Ce môme polynôme, écrit en ordre inverse , 

— 6 + fcc— ija;' + 5a;', 
sera ordonné par rapport aux puissances croissantes. Le 



38 



LIVRE I. — en AT. r. 



terme — 6, qui ne contient pas la lettre x, sera regardé 
comme étant du degré o. 

Quand un polynôme contient de3 termes de tous les de- 
grés, à partir du degré le plus élevé, on dit qu'il est compter. 
Le polynôme étant suppose ordonné par rapport aux puis- 
sances croissantes, la série des exposants commence à zéro, 
et s'élève jusqu'au degré du polynôme inclusivement. H y 
a donc autant de termes qu'il y a d'unités dans le degré 
plus un. Ainsi le polynôme procèdent est un polynôme com- 
plet du troisième degré, et il renferme quatre termes. 

Lorsqu'un polynôme, contenant deux lettres, est homo- 
gène, si on l'ordonne par rapport aux puissances décrois- 
santes de l'une d'elles, il sera en même temps ordonné par 
rapport aux puissances croissantes de t' autre ; car, la somme 
des exposants des deux lettres étant la même dans tous les 
termes, si les exposants de l'une d'elles vont en diminuant, 
ceux de l'autre iront nécessairement en augmentant. Ainsi 
.le polynôme homogène 

an' — 5a** + 4o6 ! — GP, 
qui a été ordonné par rapport aux puissances décroissantes 
de a, se trouve en même temps ordonné par rapport aux 
puissances croissantes de b. 
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Addition. 

37. Proposons-nous d'ajouter à un premier polynôme un 
second polynôme ; nous supposons que ce second polynôme 
ait une valeur positive, c'est-à-dire que la somme dûs termes 
positifs l'emporte sur celle des termes négatif. Ajouter ce 
polynôme, c'est ajouter sa valeur, en d'autres termes, c'est 
ajouter l'excès de la somme de ses termes positifs sur la 
somme des termes négatifs. Mais ajouter celte différence 
rerient évidemment à ajouter les termes positifs et retran- 
cher les termes négatifs, ce qui se fera en écrivant à la 
suite du premier polynôme tous les termes du second, 
chacun avec son signe. Ainsi : 

Règle. A un polynôme on en ajoute un autre, en écrivant 
à la suite du premier successivement tous les termes dusecond, 
chacun avec son signe. 

Exemple. Additionnez les polynômes 

3a l — 5i'b-{- 7a*fi*-|-4aii' — 
— ao' — 3o'i-f- Sfl'i'-j-jai'-r-ai', 
6V— aa'i — i5a'6»— 6a6'— ai 1 . 

Imaginons que l'on ait écrit tous les termes de ces trois 
polynômes, les uns à la suite des autres, chacun avec son 
signe, en affectant du signe + le premier terme Go' du 
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troisième polynôme; réduisons les termes semblables, nous 
obtiendrons le polynôme 

ja l — ioû'i-J-5û6* — 6*. 

38. Remarque. On peut grouper dans une parenthèse 
plusieurs termes d'un polynôme, en conservant à chaque 
terme son signe et mettant le signe + devant la paren- 
thèse. 

l'ar exemple, le polynôme 

a — b+c— d— e + f 
peut être écrit sous la forme 

a -l, + (c-d-e+f). 
En effet, la parenthèse précédée du signe +, indique l'ad- 
dition du polynôme ; si l'on effectue cette addition d'après 
la règle énoncée, on reproduit évidemment le polynôme 
proposé. 

11 n'y a pas à s'inquiéter de savoir si, parmi les termes 
mis entre parenthèses, la somme des termes positifs est 
plus grande que celle des termes négatifs, pourvu que l'on 
étende aux polynômes négatifs la règle démontrée pour 
l'addition des polynômes positifs. 

Ainsi nous dirons qu'ajouter un polynôme quelconque, 
c'est écrire tous ses termes, chacun avec son signe. 

39. Il convient aussi d'appliquer la même règle à un 
terme pris isolément, et nous dirons qu'ajouter une quantité 
affectée du signe + ou du signe — , c'est l'écrire avec son 
signe. Soit, par exemple, le polynôme 

,5-3 + 6-9-4+2. 
Si nous mettons les quatre derniers termes entre paren- 
thèses, nous écrirons ce polynôme sous la forme 
,5-3 + (6- 9 -4+ 2 ). 
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La partie mise entre parenthèses est négative : mais ceci 
n'offre aucun inconvénient, puisqu'en effectuant l'addition 
d'après la règle énoncée, on reproduit le polynôme proposé. 
Remplaçons maintenant le polynôme entre parenthèses par 
sa valeur — 5 ; il s'agit d'ajouter — 5 ; pour cela nous 
écrirons — 5, ce qui donne 

15—5 — 5. 

Et, en effet, dans Je polynôme proposé, la partie 

+ 6-9-4 + 3, 
mise entre parenthèses, signifie qu'il faut ajouter 8 et re- 
trancher iâ, c'est-à-dire retrancher 5. 

àO. D'après cette manière de voir, Yaddition algébrique 
ne comporte plus nécessairement l'idée d'augmentation. Si 
l'on ajoute une quantité positive, il y a effectivement aug- 
mentation ; mais si l'on ajoute une quantité négative, il y 
a au contraire diminution. Ajouter — 5, c'est en réalité re- 
trancher 5. 

11 résulte de là que l'on peut considérer un polynôme 
comme étant la somme algébrique de tous ses termes, puis- 
que l'addition consiste à les écrire les uns à la suite des 
autres, chacun avec son signe. Cette manière d'envisager 
les polynômes est très-utile dans les applications. 

Soustraction. 

M. La soustraction est l'opération inverse de l'addition. 
D'une quantité en retrancher une autre, c'est en trouver 
une troisième telle qu'en y ajoutant la seconde on repro- 
duise la première. 

Supposons que du polynôme 

a — 6 + e 
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on veuille retrancher le polynôme 

d-e~f+g. 

Je dis qu'on obtiendra le résultat demandé en écrivant à 
la suite du premier polynôme tous les termes du second, 
chacun avec un signe contraire, ce qui donne 
a — fi-fc— d-]-e + f— g. 

En effet, si ace troisième polynôme, nous ajoutons le se- 
cond, nous avons 

«-»+«-*+•+/-»+<-•-/■+», 

ou, simplement, 

en remarquant que les termes — d et -j- d se détruisent, de 
même que les termes, -f- e et — e, etc. C'est précisément le 
premier polynôme. Ainsi : 

Hèg-LE. Pour retrancher d'un polynôme un autre poly- 
nôme, on écrit à la suite du premier successivement tous les 
termes du second, en changeant le signe de chacun d'eux. 

Exemple. Du polynôme 

5(i s — 4o'6— Gab' + b', 
retrancher le polynôme 

Écrivons à la suite du premier polynôme tous les termes 
rlu second, en changeant les signes, nous aurons 

5a 1 — 4<i ! 6 — 6ab' + è 5 — a J + 7«'fl — aafi' + 5b\ 
et, en réduisant les termes semblables, 

4a' + 3(i'&— 8ai'-î-64 s . 
h.1. Remarque. On peut grouper, dans une parenthèse 
précédée du signe — , plusieurs termes d'un polynôme, eu 
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ayant soin de changer les signes de tous les ternes que 
l'on met dans la parenthèse, 
l'ar exemple, le polynôme 

a + Ô-c+d-e+f-g 
peut être écrit sous la forme 

a + b~{c~d + e -f+g). 

En effet, la parenthèse, précédée du signe — , indique la 
soustraction d'un polynôme; or, si l'on effectue cette sous- 
traction d'après la règle énoncée, on reproduit évidemment 
le polynôme proposé. 

Il n'y a pas à s'inquiéter de savoir si, parmi les termes 
mis entre parenthèses, la somme des termes positifs est 
plus grande ou plus petite que !a somme des tenues nr^a- 
tifs; car la règle de l'addition ayant été élablie d'une ma- 
nière générale, celle de la soustraction, qui s'en déduit, a 
le même degré de généralité; elle est vraie dans tous les 
cas, que la valeur du polynôme soit positive ou négative, 
qu'il comprenne un seul terme ou plusieurs. Ainsi, retran- 
cher une quantité affectée d'un certain signe, c'est l'écrire 
avec un signe contraire. 

Soit, par exemple, le polynôme 

5 — 5 — 4 + 0 — 6 + 8. 

Si nous mettons dans une parenthèse, précédée du signe — , 
les quatre derniers termes, en changeant leurs signes, nous 
écrirons ce polynôme sous la forme 

3_ 5 -(4- 9 + 6-8). 
La partie mise entre parenthèses est négative, mais ceci 
n'offre aucun inconvénient, puisqu'en effectuant la sous- 
traction d'après la règle énoncée, on reproduit îe polynôme 
proposé. Si nous remplaçons le polynôme entre parenthèses 
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par sa valeur — 7, nous avons à retrancher — 7, ce qui se 
fait en changeant le signe de cette quantité, c'est-à-dire en 
écrivant + 7 ; nous aurons donc 

5—5 + 7- 

V.t, en effet, dans le polynôme proposé, la partie 

-4 + 9-6 + 8, 
mise entre parenthèses, signifie qu'il faut ajouter 17 et re- 
trancher io, c'est-à-dire ajouter 7. 

A3. De même que l'addition algébrique ne comporte plus 
nécessairement l'idée d'augmentation, la soustraction algi- 
fcriqwene comporte plus nécessairement l'idée de diminu- 
tion. Si l'on retranche une quantité positive, il y a effecti- 
vement diminution; mais si l'on retranche une quantité 
négative, il y a au contraire augmentation. Retrancher — 7, 
c'est en réalité ajouter 7. 

En résumé, si l'on considère les quantités comme allectées 
des signes + ou — , l'addition consiste à les écrire avec 
leurs signes, la soustraction à les écrire avec des signes 
contraires. 
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CHAPITRE III. 

MULTIPLICATION. 



Je rappelle d'abord quelques principes qui nous seront 
utiles. On sait que, dans un produit de plusieurs facteurs, 
on peut changer l'ordre des facteurs elles grouper à volonté, 
sans changer la valeur du produit. On sait aussi que multi- 
plier uue quantité par un produit de plusieurs facteurs re- 
vient à multiplier cette quantité successivement par chacun 
des facteurs. Ces principes ont été démontrés en arithmé- 
tique pour des nombres quelconques, entiers ou fraction- 
naires ; on peut donc les appliquer en algèbre, où les lettres 
représentent des nombres quelconques. 

Multiplication des deux puissances d'un même nombre. 

A4. Soit à multiplier a" par a". Multiplier par a" revient à 
multiplier successivement par n facteurs égaux à a, puisque 
a" désïgue le produit de n facteurs égaux h a ; d'autre part, 
a™ désigne le produit de m facteurs égaux à a ; on a donc 
le produit de m + n facteurs égaux à a, ce qu'on écrita**"". 
Ainsi, 

a-X<x-=ar+". 

Par exemple, 

RÈGLE. On multiplie des puissances d'un même nombre en 
ajoutant les exposants. 

Une lettre qui n'a pas d'exposant est censée affectée de 
l'exposant i. Ainsi, 

a l Xa = a\ 
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Multiplication de deux monùmes. 

â5. Soit à faire le produit des monômes ka'fr^d et 
So'itcV. Chacun de ces monômes exprime un produit de 
plusieurs facteurs ; pour multiplier le premier produit par le 
second, il suffit de le multiplier successivement par cha- 
cun des facteurs du second, ce qui donne pour le produit 
demandé 

4Xa , x('Xc'XrfX3xo , X('Xr , Xe'. 
Si l'on groupe les facteurs de la manière suivante 

4 X 5 X (a* X o')X (** X b) X (c* X e*) X d X é, 
etsi l'on effectue les produits indiqués dans les parenthèses, 
on a 

mXfl'Xi'Xc'xiXf', 
ce qui s'écrit plus simplement 

Ainsi 

4«*iV<f X Sa'icV — i aa'A'cW. 
Règle. Pour multiplier deux monùmes entiers, on multi- 
plie les coefficients, on ajoute Its exposants des mimes lettres, 
et Von écrit avec leurs exposants les lettres dijjérenles. 

Multiplication d'un polynôme par un monôme. 

S6. La valeur d'un monôme étant un nombre, entier ou 
fractionnaire, il s'agit de multiplier un polynôme par un 
nombre quelconque. 

1° Proposons-nous d'abord de multiplier un polynôme 
a — b + c — d 

par un nombre entier m. 11 faut répéter le polynôme m fois, 
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c'est-à-dire additionner m polynômes égaux au polynôme 
multiplicande. Or, si l'on fait cette addition, on voit que 
chaque terme du multiplicande sera répété m fois avec son 
signe ; en réduisant, on aura donc 

• ma — mfi-J-mc — tnd. 
Chaque terme du multiplicande sera donc multiplié séparé- 
ment par le nombre entier, 

s" Soit maintenant à diviser le polynôme 

par un nombre entier n. Il faut trouver un polynôme qui, 
multiplié par », reproduise le polynôme dividende. Le quo- 
tient cherché sera 




car, si l'on multiplie ce polynôme par n, ce que l'on fait en 
multipliant chaque terme séparément par n, comme nous 
l'avons vu, on reproduit le polynôme proposé, 
ô" 11 est aisé maintenant de multiplier le polynôme 

parun nonibrefractïonnaire^. Multiplier par une fraction™» 

c'est répéter m fois la n' partie du multiplicande; en d'autres 
termes, c'est diviser le multiplicande par n et multiplier le 
résultat par m. 

Divisons d'abord le multiplicande par le nombre entier n, 
nous avons 




pour multiplier ce résultat par le nombre entier m, il suffit 
de multiplier chaque terme par m, ce qui donne 
ma mb , me md 
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m fît > , m m r 

~o Ù4--C </. 

n n ' n n 

Mais le multiplicateur ~ est un nombre quelconque que 
nous pouvons représenter par la lettre e, et nous avons alors 
(a — b + c — d) X e = ae — be + ce — de. 

Règle. Aiusi, on multiplie un polynôme par un nombre 
quelconque, en multipliant chaque terme séparément par ce 
nombre, tt donnant à chaque terme du produit le signe du 
terme correspondant du multiplicande. 

Multiplication d'un polynôme par un polynôme. 

Û7. Il esl évident que le produit d'une quantité quel- 
conque par la somme de plusieurs nombres est égal à la 
somme des produits de cette quantité par chacun d'eux. 
Par exemple, 8 fois une quantité égale 5 fois cette quantité, 
plus 5 fois cette même quantité. Si donc le polynôme mul- 
tiplicateur a lous ses termes positifs, il suffira de multiplier 
le multiplicande par chacun d'eux séparément et d'ajouter 
les résultats. 

11 est évident aussi que le produit d'une quantité quel- 
conque par la différence de deux nombres est égal à la dif- 
férence des produits de cette quantité par chacun d'eux. 
Par exemple, S fois une quantité égaie 8 fois cette quan- 
tité, moins 5 fois cette même quantité. Supposons mainte- 
nant que le polynôme multiplicateur ait des lermes positifs 
et des termes négatifs, et que la somme des termes positifs 
l'emporte sur la somme des termes négatifs ; la valeur du 
polynôme multiplicateur est l'excès de la première somme 
sur la seconde; le produit du multiplicande par cette diffé- 
rence égale donc la différence des produits obtenus en mtil- 
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ti pliant le multiplicande par chacune de ces deux sommes. 
Ceci revient a multiplier le multiplicande par chacun des 
termes du multiplicateur, à ajouter les produits partiels 
fournis par les termes positifs du multiplicateur, et à re- 
trancher les produits partiels fournis par les termes néga- 
tifs. Ainsi, 

Règle. Pour multiplier un polynôme par un polynôme, 
on multiplie torts les termes du multiplicande successivement 
par chacun des termes du multiplicateur; on écrit avec leurs 
signes les produits partiels fournis par les termes positifs 
du multiplicateur, et avec des signes contraires les produits 
fournis par les termes négatifs. 

Régie des signes. 
ÛS. Soit à multiplier le polynôme 

par le polynôme 

e-f+g-h. 
Le produit demandé sera 

+ („_ fc + „ _ _ w _ t f+ if-do 

+ (ag— bg + cg — dg) — {ah — bh -f- eh — dit), 

ou, en effectuant les additions et les soustractions indiquées 
par les parenthùses, 

ae— be + ce — de 
-af+bf-cf+df 
+ ag~bg-]-cg~dg 
— ah+bh—ck+dk. 

On voit que le produit des deux polynômes renferme le 
produit de chacun des termes du multiplicande par chacun 
des termes du multiplicateur. 

On reconnaît aussi qu'un terme du produit a le signe + 
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s'il provient de deux termes de même signe, te signe — s'il 
provient de deux termes de signes contraires. Par exemple, 
le terme cg, qui provient de deux ternies positifs, a le 
signe -j- ; et de même ie terme bf, qui provient de deux 
termes négatifs ; au contraire, les termes brj et cf, qui pro- 
viennent de deux termes, l'un positif, l'autre négatif, sont 
allectea du signe — . 

11 est facile de se rendre compte de cette loi, connue 
sous le nom de règle des signes, si l'on observe que, dans 
les pareil tl îûses, les signes sont ceux des termes du multi- 
plicande et que chacune d'elles est affectée du signe du 
terme correspondant du multiplicateur. Un ternie positif, 
multiplié par un terme positif, donne un terme positif dans 
la parenthèse; comme la parenthèse r.xl pn'r.r'idre elle-même 
du signe + > ce terme aura finalement le signe +, Un 
terme négatif, multiplié par un terme négatif, donne un 
terme négatif dans la parenthèse ; comme la parenthèse est 
précédée elle-même du signe — , ce terme, changeant de 
signe, aura finalement le signe -|",etc. 

Dans la pratique, on ordonne les deux polynômes par 
rapport aux puissances décroissantes ou par rapport aux 
puissances croissantes d'une même lettre [n 0 50) -, on mul- 
tiplie tous les termes du multiplicande successivement par 
chacun des termes du multiplicateur, en allant de gauche à 
droite, et l'on écrit les produits partiels par lignes horizon- 
tales, de manière que les fermes semblables se trouvent pla- 
cés les uns au-dessous des autres, puis on fait la réduction 
que cette disposition facilite beaucoup. 

Exemples. 

S9. Exemple 1. Multiplier le polynôme 
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On dispose l'opération <lc 3a manière suivante : 

4x 5 — 5a: 4 — 7^' + x* 
' ax' — tfX' + 5x 

Sx 1 — Qx" 1 — 14*' + 2X* 

+ atvc' — 1 5 x' — 55s* + 5.T 1 
Sx 1 — aax'-j- 18/ + i5x s — 3qx 3 + 5x'. 
Il y a toujours deux termes dans le produit qui ne se 
réduisent avec aucun autre, et qui, par conséquent, se con- 
servent intacts au résultat; c'est le produit du premier 
terme du multiplicande par le premier terme du multipli- 
cateur, et aussi îe produit des deux derniers termes. En 
effet, l'exposant de la lettre ordonnatrice dans un terme 
quelconque du produit est la somme des exposants de cette 
lettre dans les deux termes qui l'ont fourni ; or, si les deux 
polynômes ont été ordonnés par rapport aux puissances 
décroissantes, il est clair que, dans le terme provenant du 
produit des deux premiers termes, l'exposant, étant la 
somme des deux plus forts exposants, sera plus grand que 
dans tout autre terme du produit ; ce terme sera donc irré- 
ductible. De même, le terme provenant du produit des 
deux derniers termes, ayant un exposant égal à la somme 
des deux plus petits exposants, et par conséquent moindre 
que celui de tout autre terme du produit, sera irréductible. 
Ainsi le premier terme du produit des deux polynômes or- 
donnés provient exactement du produit des deux premiers 
termes, et le dernier terme du produit des deux derniers 
termes. Cette remarque nous sera tres-utile pour effectuer 
la division de deux polynômes. 

11 résulte de là que le degré du produit des deux poly- 
nômes est égal au degré du multiplicande, plus le degré 
du multiplicateur. ■• 
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50. Exemple II. 

aa' — 3a'& — 5ni ! + 6' 
4«* — jni + 34* 

8a" — iaa 4 6 — aoo'ê 1 + fo*b* 

— l4 1 ^'i^-alO i i , + 35a'^ , — ?a6* 

+ ea'fi 1 — go'i 5 — iSafi' + Si» 

8a ! — aGa'È -f 7 o'È* + îoa'È 1 — aï a6» + 54*. 

Les deux polynômes ont été ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de a, et les termes qui ne contiennent 
pas a sont regardés comme étant du degré o par rapport à 
cette lettre. 

51. Exemple III. Quand les polynômes proposés ne sont 
pas complets, on laisse des intervalles vides afin de pou- 
voir placer les termes semblables les uns au-dessous des 
autres. 

x s — ^"-{-jx — 1 
x 1 — 3a*+a 

X* — 2X~ + JX* — X* 

-3x 8 +Gx> -m**+3s* 

•\-zx s — !\X s ~\-\/\X — a 

tf—Zx'—lx 1 + 6x> + g x' — a ax* — x* + 2 

52. Exemple IV. Multiplier les deux polynômes 

Les deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de x, mais les coefficients, au lieu d'être 
des nombres donnés, sont des polynômes en a et 6, ce qui 
complique beaucoup l'opération. On la dispose ordinaire- 
ment de la manière suivante, en plaçant les uns au-dessous 
des autres les termes qui contiennent la même puissance de x, 
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et, pour ne pas répéter cette puissance à chaque fois, on 
trace un trait vertical à la droite duquel on écrit une fois 
pour toutes la puissance de x. On multiplie tous les termes 
du multiplicande d'abord par a'x*, ensuite par b'x*, puis 
par — a'bx, etc. , en disposant le résultat par colonnes ver- 
ticales comme nous l'avons dit; puis on réduit les termes 
semblables dans chaque colonne verticale. 



„1 
— ab 


x'+ a 3 


* — a'b' 
—6' 




a' 


+ 

s 1 — a'b 


J7+ 6* 




+b* 


— ab' 










a'b' 


x'+ a'b' 


a; — à'é" 


— a'b 


— 10*4 


— a'b 1 - 


+ a Z 




±s 


+ a'b' 


— o*4» 


+ a'P 








— b> 


-j- ab' 








— « s 4 


A- a'b 1 






+ 


+ aa 'i> 


— j.a'b 5 






— a'b 1 


+ 0' 








-- ffl'6 ! 








2a J i J 






+ 0*6» 


— oi> 






+ 








— ab* 1 






**+ a 1 




«M- " S" 

+ *,-4' 


x — «"4" 




— 5a l b 




— 4' 




+ a'b' 




— a'6> 






+ È' 




+ a/>" 










+ «' 





Remarques sut la multiplication. 

53. Remarque 1. Nous avons établi (iv 4;) la règle de la 
multiplication des polynômes, en supposant que, dans le po- 
lynôme multiplicateur, la somme des tenues positifs est plus 
grande que celle des termes négatifs, et nous avons vu que 
l'opération revient à ajouter le produit du multiplicande par 
la somme des termes positifs du multiplicateur, et à retran- 
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cher le produit du multiplicande par la somme des termes né- 
gatifs. Il est naturel d'étendre cette idée au caa où la somme 
des termes positifs du multiplicateur est plus petite que celle 
des termes négatifs; nous dirons donc que multiplier par 
un polynôme quelconque, c'est multiplier par la somme des 
termes positifs, et par la somme des termes négatifs, ajouter 
le premier produit et retrancher le second. De cette manière 
la règle à laquelle nous sommes arrivés sera générale. 
Soit, par exemple, l'expression 

a-(b-c)[d-e) 
dans laquelle nous supposons 6 plus grand que c, d plus 
grand que e. Nous avons à retranche] - le produit de deux 
polynômes ; il suffit pour cela de changer les signes de l'un 
d'eux ; car il est évident que l'on change ainsi les signes de 
tous les termes du produit, et l'on sait que la soustraction 
revient à un changement de signes. Nous pouvons donc 
écrire l'expression sous l'une des deux formes 

a + (c-b)(d-e) 

ou 

a+[b-c)[e-d). 
L'un des polynômes devient négatif; mais ceci n'offre 
aucun inconvénient, puisque si l'on effectue la multiplica- 
tion d'après la règle énoncée, les trois expressions donnent 
naissance au même polynôme 

« — bd + cd + be — ce. 
Si l'on change les signes des deux polynômes, le produit 
ne change pas; ainsi l'expression précédente peut encore 
être mise sous la forme 

a-(c~b)(e-d). 
5à. 11 convient aussi d'appliquer la même définition à 
des termes pris isolément, et nous dirons que multiplier 



Digitizod by Google 



WULTJPLICiT10\. 



une quantité quelconque par une quantité affectée du signe 
-|- ou du signe — , c'est multiplier par cette quantité et 
ajouter ou retrancher le produit, suivant que le multiplica- 
teur est positif ou négatif. 
Reprenons l'expression 

a-(b-c)(d-e), 

dans laquelle nous avons supposé 6 plus grand que c, d plus 
grand que e. Si nous désignons par f et g les valeurs des 
deux polynômes b — c et d — e, l'expression se réduit à 

Nous avons dit que l'on peut mettre cette expression sous 
la forme 

a+{b-c){e-d); 
remplaçons les deux polynômes b — c et e — d par leurs 
valeurs + f et — g- nous aurons à multiplier + f par — g, 
ce qui donne — fg, et nous retrouvons ainsi le même ré- 
sultat a — fg. 

Considérons encore l'expression 

a+{ b-c)(J-e}, 

qui se réduit à 

■+* 

Nous pouvons la mettre sous la forme 

a + (c-b){e— d); 

remplaçons les deux polynômes c — b et e — d par leurs 
valeurs — f et — g, nous aurons à multiplier — f par — g, 
ce qui donne + fg, et nous retrouvons ainsi le même ré- 
sultat a + fg. 

Il résulte de cette manière d'envisager la mvltiplîeaCion 
algébrique que le produit de deux polynômes est égal a 
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la somme algébrique des produits du multiplicande par 
chacun des termes du multiplicateur. 

55. Rlmàbql'e II. Lo produit d'une quantité négative par 
une quantité négative étant positif, le carré d'une quantité 
négative sera positif; mais le cube, qui est égal au produit 
du carré par la quantité elle-même, sera négatif; en gé- 
néral les puissances paires d'une quantité négative sont 
positives, mais les puissances impaires sont négatives. 

Cette remarque est importante. Si l'on veut changer le 
signe d'une lettre dans un polynôme, on changera les signes 
de toutes les puissances' impaires de cette lettre, sans chan- 
ger ceux des puissances paires. 

l'ar exemple, en multipliant le binôme a -j- b par lui- 
même, on trouve 

Changeons le signe de b, le terme aaîi changera de signe, 
mais le terme b 1 ne changera pas ; nous aurons donc 
[a — b) t = a , ~inb + b: 

Ces deux égalités donnent naissance à ces deux théorèmes 
de géométrie élémentaire : le carré construit sur la somme 
ou sur la différence de deux lignes égale la somme des 
carrés construits sur chacune de ces deux lignes, plus ou 
moins deux fois le rectangle ayant l'une pour hase, l'autre 
pour hauteur. 

La multiplication de a + b par a — b donne 

En changeant le signe de b on permute simplemeut les deux 
facteurs du produit, et l'on voit qu'en effet le second membre 
ne change pas. L'égalité précédente s'énonce ainsi : le pro- 
duit de la somme de deux quantités par leur différence 
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égale la différence des carrés de ces deux quantités. C'esl 
une proposition fréquemment employée en algèbre; clic se 
traduit en géométrie par ce théorème : le rectangle construit 
sur la somme et la différence de deux lignes égale la diffé- 
rence des carrés construits sur ces deux lignes. 

Si l'on multiplie le carré de a + b par o + b, ou trouve 

(a + b)*= a' + 3a'6 + 3n6' + 6'; 

on en déduit, en changeant le signe de b, 

[a—b)> = a' —3a'b + 5oô : — b\ 
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CHAPITRE IV. 



DIVISION. 



56. La division est l' opération inverse de la multiplica- 
tion. Elle a pour but, étant données deux expressions algé- 
briques, nommées, l'une dividende, l'autre diviseur, d'en 
trouver une troisième, nommée quotient, qui, multipliée 
par le diviseur, reproduise le dividende. 

Quotient de deux puissances d'un même nombre. 

57. Soit à diviser a" par a", le quotient sera a m ~" ; car si 
l'on multiplie ce quotient par le diviseur a", ce que l'on fait 
en ajoutant les exposants, on reproduit le dividende a™. On 
a donc 



Règle. Pour diviser deux puissances d'un même nombre 
l'une par l'autre, de l'exposant du dividende on retranche 
celui du diviseur. 

Exemple : 



Exposant zéro. 

58. Le quotient est entier lorsque l'exposant du divi- 
dende est plus grand que celui du diviseur. Alors on peut 



Division. 59 
effectivement retrancher l'exposant du diviseur de celui du 
dividende. 

Lorsque l'exposant du diviseur est égal à celui du divi- 
dende, l'application de la règle précédente conduit au sym- 
bole a" ; car on a dans ce cas, 



Le symbole a", représentant le quotient de deux quanti- 
tés égales , a une valeur égale à l'unité , quelle que soit la 
valeur de a. L'emploi de ce symbole est très-utile en al- 
gèbre; nous en avons déjà fait usage plusieurs fois impli- 
citement : ainsi nous avons dit (n° 5a) que, lorsqu'une lettre 
n'entre pas dans un monôme, on peut la considérer comme 
y entrant avec l'exposant zéro, et nous avons supposé le po- 
lynôme 

2û ! — 5a'$ + 4oJ» — 64* 
écrit sous la forme 

zaW— 5a>b + 4<jA'— 6a"6\ 

Les facteurs introduits b" et a", étant égaux à l'unité, ne 
changent pas la valeur du premier ni du dernier terme. 

L'emploi de l'exposant zéro simpliiie les énoncés : on peut 
énoncer la règle de la multiplication des monômes en disant 
simplement que l'on multiplie les coefficients et que l'on 
ajoute les exposants des mûmes lettres. Ii n'y a qu'à sup- 
poser, en effet, que, lorsqu'une lettre n'entre pas dans l'un 
des monômes, elle s'y trouve avec l'exposant zéro. 

Lorsque l'exposant du diviseur est plus grand que celui 
du dividende, le quotient est fractionnaire; on le simplifie 
en divisant les deux termes par le numérateur. Ainsi 
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Dans ce cas, l'application de la règle conduit au symbole 
a~\ qui représente c'est là l'origine des exposants né- 
gatifs dont il sera question plus tard- 
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59. La règle formulée pour la multiplication des mo- 
nômes (n° 45) conduit immédiatement à la règle suivante: 

Règle. Pour diviser un monôme par un monôme, on di- 
vise le coefficient du dividende par celui du diviseur, et ton 
retranche les exposants du diviseur des exposants des mêmes 
lettres dans le dividende. 

Soit à diviser 1 2o ! ù Viie 1 par ûa'fiVd. Le quotient de- 
mandé sera âV&cV; car si l'on multiplie ce quotient par 
le diviseur, on reproduira évidemment le dividende. Ainsi 



En appliquant la règle, on regardera la lettre e comme af- 
fectée de l'exposant o dans le diviseur. 

60, Remarque. Pour que le quotient soit entier, il faut 
que le coefficient du dividende soit divisible par le coeffi- 
cient du diviseur, et que les exposants du diviseur ne surpas- 
sent pas les exposants des mêmes lettres dans le dividende. 

La seconde condition est surtout essentielle; car si elle 
est remplie sans que la première le soit, le quotient aura, 
il est vrai, un coefficient fractionnaire, mais il sera encore 
entier algébriquement. On aura, par exemple, 



8aWtf*e 



= ~- aWrfe. 
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On dit qu'une expression est entière algébriquement, lors- 
qu'elle est entière sauf des coefficients fractionnaires. 

Si la seconde condition n'est pas remplie, le quotient sera 
fractionnaire; mais alors on le simplifiera autant que pos- 
sible. Par exemple 

Soa'bV ~ 56c 1 ' 
Division d'un polynôme par un monôme. 

SI. On sait que l'on multiplie un polynôme par un mo- 
nôme, en multipliant chaque terme du polynôme par le mo- 
nôme (n°40); on effectuera donc la division d'un polynôme 
entier par un monôme entier, en divisant chaque terme du 
dividende par le diviseur. Le quotient sera entier si chaque 
terme du dividende est divisible séparément par le divi- 
seur; sinon, il sera fractionnaire. 

Division des polynômes. 

62. Supposons les deux polynômes ordonnés par rapport 
aux puissances décroissantes d'une même lettre. La ques- 
tion est de trouver un polynôme entier qui, multiplié par 
le polynôme diviseur, reproduise le dividende. Imaginons 
ce polynôme trouvé et ordonné aussi par rapport aux puis- 
sances décroissantes de la même lettre. Nous savons que, 
dans la multiplication de deux polynômes ordonnés (n° 4|}) , 
le premier terme du produit provient sans réduction de la 
multiplication du premier terme du multiplicande par le 
premier terme du multiplicateur. Ainsi, le premier terme du 
dividende est exactement le produit du premier terme du 
diviseur par le premier terme du quotient; si donc on divise 
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le premier terme du dividende par le premier terme du di- 
viseur, on obtiendra le premier terme du quotient. 

Le dividende est égal à la somme des produits partiels 
que l'on obtient en multipliant le diviseur par chacun des 
termes du quotient; multiplions le diviseur par le premier 
terme du quotient, et retranchons ce produit du dividende, 
nous aurons un reste qui sera égal au produit du diviseur 
par les autres termes du quotient. Ce reste constitue donc 
un nouveau dividende, sur lequel nous pouvons raisonner 
comme sur le dividende proposé. Le premier terme de ce 
nouveau dividende est le produit du premier terme du divi- 
seur par le premier terme du quotient correspondant ; en 
divisant le premier terme du reste par le premier terme du 
diviseur, on aura donc le second terme du quotient, etc. 

liien n'est change dans le raisonnement quand on suppose 
les polynômes ordonnés par rapport aux puissances crois- 
santes d'une même lettre. 

On déduit de là la régie suivante : 

Règle. Pour diviser deux polynômes entiers Yun par 
l'autre, on ordonne ees deux polynômes par rapport aux 
puissances décroissantes ou par rapport aux puissances crois- 
santes d'une même lettre; on divise le premier terme du di- 
vidende par le premier terme du diviseur, ce qui donne le 
premier terme du quotient; on multiplie le dt Diseur par ce 
premier terme du quotient et l'on retranche le produit du di- 
vidende; on divise le premier terme du reste par le premier 
terme du diviseur, ce qui donne le deuxième terme du quo- 
tient; on multiplie le diviseur par ce deuxième terme du quo- 
tient, et l'on retranche le produit du premier reste; on divise 
le premier terme du deuxième reste par le premier terme du 
diviseur, el l'on continue de cette manière jusqu'à ce que Von 
arrive au dernier terme du quotient. 

On obtient directement le dernier ternie du quotient en 
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divisant le dernier terme du dividende par le dernier terme 
du diviseur. Car, dans la multiplication de deux polynômes 
ordonnés, le dernier terme du produit provient aussi sans 
réduction de la multiplication du dernier terme du multi- 
plicande par le dernier terme du multiplicateur. Arrivé au 
dernier terme, on doit trouver ensuite un reste nul, si la di- 
vision se fait exactement. 

il est clair que la loi des signes est la même que dans la 
multiplication; si les' deux termes que l'on divise l'un par 
l'autre ont le même signe, le Urine du quotient devra être 
affecté du signe + ; s'ils ont des signes contraires, le terme 
du quotient devra être affecté du signe — . 

Exempta. 

63. Exemple I. Soit à diviser le polynôme 

8a'— 26a'*- r -;a , 6 I + Soa'fi*— aaaft 1 + 3i* 
par le polynôme 

aa*— 5a'b~ 5ab' + 6\ 
On dispose l'opération de la manière suivante : 
8a*— aBa'tf yo'i'+Soa'a'— aaai'-r-5i'| aa'— Za'ô— 5ùb*+b i 

—î 4a'o+a7a'i-+a6a ! È 5 — 2aoo'+56* 
-|~i4a l & — aia a i ! — 55a'é'4- rafi* 

_ 6a'i'+ 9 a'6 ! -t-i5ai'— 34 ! 



Les deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de a. On divise le premier terme 8a° 
du dividende par le premier terme aa 3 du diviseur, ce qui 
donne le premier terme 4a' du quotient. On multiplie tout 



6& L1V1IE I. — CHAP. IV. 

le diviseur par 4a ! et l'on retranche le produit du dividende ; 
pour cela on écrit au-dessous du dividende les différents 
termes de ce produit, avec des signes contraires, puis on 
additionne, eu réduisant les termes semblables. On obtient 
ainsi le reste 

— 1 -f- Q^a'ii 5 -)- sOii'i 3 — 22oi l 4- 3i 5 . 

On divise le premier terme — de ce reste par le 

premier terme aa° du diviseur, ce qui donne le deuxième 
(ei'me — yab du quotient. On observe que ce terme doit 
(Mre afl'ecté du signe — , en vertu de la règle des signes éta- 
blie pour la multiplication des polynômes (n° 4**); en effet, 
le terme — i4a'î> du produit ayant le signe —, les deux 
termes qui le produisent doivent avoir des signes contraires; 
maïs le terme aa' a le signe + î donc le terme ;«6 aura le 
signe — . On multiplie le diviseur par ce deuxième ternie, 
et l'on retranche le produit du reste; on obtient ainsi un 
deuxième reste 

+ 6a'b* — Qa'b' — 1 5at> 1 + 56». 

Ou divise le premier terme -j- GVii* de ce deuxième reste 
par le premier terme aa s du diviseur, ce qui donne le troi- 
sième terme + 3(p* du quotient. On multiplie le diviseur pai- 
re troisième terme du quotient; on en retranche le produit 
dit deuxième reste; on trouve zéro. L'opération es! termi- 
née. Le quotient demandé est 

4a' — 7064-56'. 

Remarquons que l'on aurait trouvé immédiatement le der- 
nier terme + ô&* du quotient, en divisant le dernier terme 
-f 56' du dividende par le dernier terme -f h* du diviseur. 

Le degré du quotient par rapport à la lettre ordonnatrice 
est égal au degré du dividende, moins celui du diviseur. 
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6à. Exemple II. Soit encore à diviser 

par 

aa:* — 5x +i. 

Le polynôme dividende n'étant pas complet, on laissera 
des intervalles vides afin de pouvoir placer les termes sem- 
blables les uns au-dessous des autres. 

• 4^ —gx'+ex-t 1 ix'-Sx+i 
— W+Gx'— as* | 2^+3^— . 



— 6^+ gx» — Sx 



— ix'-\-5x — i 
ax' — 3x-\-i 



Remarques sur la division. 

05. Remarque I. Quand les polynômes proposés renfer- 
ment plusieurs termes uon semblables du même degré par 
rapport à la lettre ordonnatrice, les coefficients des diverses 
puissances de cette lettre sont des polynômes, et l'opération 
devient très-compliquée. Soit à diviser le polynôme 

(„' _ a >/, _|_ a >i' _ a5') x * + { a ' — 3„>È 4. a 'l>' -HV 
-j- (— a ! b + za'b' — aa*i* — nab 1 — 5')** 
-I- [aW + aa*b-— a W -f + (•> — («'4° + 

par 

On disposera l'opération de la manière suivante : 



1 
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n 1 — aa'È+a'fi'— a'6'+6" I 
-a" — o'd' r 

— aa'i — a'È'+é" 
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3' DIVISION PARTIELLE. 

— art*- aa'A'-A 0 | a'4-6' 
+a'6'+ a'ft 1 | —n'o 5 — 4 l 



Les deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puis- 
sances décroissantes de x et les coefficients sont eux-mêmes 
ordonnes par rapport aux puissances décroissantes de a. 
Four avoir le premier tenue du quotient, il faut diviser le 
premier terme du dividende par le premier terme du divi- 
seur; on divisera donc le coefficient 

o*— «'4 + art* — a8> 
du premier terme du dividende par le coefficient a* + b- du 
premier terme du diviseur; faisant cette division à part, ou 
trouve ainsi 

(a'— ai)m* 

pour le premier terme du quotient. On multiplie le diviseur 
par le premier terme du quotient et on écrit le résultat, 
avecdessignes contraires, au-dessous du dividende, et dans 
les colonnes verticales convenables. Il est inutile d'écrire le 
produit du premier terme du diviseur ; car on sait d'avance 
que ce produit détruira le premier terme du dividende. 
Gomme il suffit de connaître le premier terme du reste pour 
continuer l'opération, on ne fera la réduction des termes 
semblables que dans la deuxième colonne verticale. 

Pour avoir le deuxième terme du quotient, on divise le 
premier terme du reste par le premier terme du diviseur, ce 
qui exige que l'on effectue à part la division du coefficient 
a ! — ao'A-f a 3 *' — 0*4'+ 4* 
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de ce premier terme par le coefficient a' + 6* du premier 
terme du diviseur ; on trouve ainsi 

+ (-' , -™ , * + £> 
pour le deuxième terme du quotient. On multiplie le divi- 
seur par le deuxième terme du quotient, et on écrit le ré- 
sultat, avec des signes contraires, au-dessous du dividende, 
et dans les colonnes convenables; il est inutile d'écrire [e 
produit du premier ternie du diviseur, puisqu'on sait que 
ce produit détruit le premier terme du reste. On réduira 
les termes semblables dans la troisième colonne verticale, 
afin d'avoir le premier ternie du nouveau reste. 
Divisant à par le coefficient 

du premier terme du deuxième reste par le coefficient 
a' -j- ii' du premier terme du diviseur, on obtient le troi- 
sième terme du quotient 

— o'b' — 6'. 

On multiplie le diviseur par le troisième terme du quotient 
et on écrit le résultat avec des signes contraires au-dessous 
du dividende; il est inutile comme précédemment d'écrire 
le produit du premier terme du divisenr. Réduisant les 
termes semblables dans la quatrième et la cinquième co- 
lonne verticale, on trouve un reste nul. L'opération est 
terminée, 

(î6. Remarque II. Les raisonnements précédents, et les 
conclusions que nous en avons tirées, supposent qu'il existe 
un polynôme entier qui, multiplié par le diviseur, repro- 
duit le dividende. Voyons à quels caractères on reconnaît 
la possibilité de la division. 

Les polynômes étant ordonnés par rapport aux puis- 
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sances croissantes ou décroissantes d'une même lettre , il 
est nécessaire d'abord que le premier tenue du dividende 
soit divisible par le premier terme du diviseur, et le dernier 
terme du dividende par le dernier terme du diviseur. Soit, 
par exemple, à diviser 

x* — 3a?' — 5x'4- — 8£ 

par 

x 3 — fa*. 

Le dernier terme 8x du dividende n'est pas divisible par le 
dernier terme 4-c 1 du diviseur ; donc la division est impossible. 

Lorsque ces deux conditions sont remplies, on effectue 
la division par le procédé ordinaire ; si l'opération ne con- 
duit pas au dernier terme tel qu'on l'a obtenu directement, 
la division est impossible. Soit, par exemple, à diviser 
a — 5x — 5;c ! -f 4a:' — &r* 

par 

l—{^x+3x , . 

Le premier terme du dividende est divisible par le premier 
terme du diviseur, ce qui donne a pour le premier terme 
du quotient ; le dernier terme est aussi divisible par le der- 
nier terme, ce qui donne — sx 1 pour le dernier terme du 
quotient. Effectuons l'opération suivant le procédé ordinaire 
a— 3a:— 5x*-j- fa'—Gx 1 I i— ^x+5x' 
— a-j-Sz— Qx' | ï+5x-\-qx' 

+ 5x — nx'4- — 6i* 
— 5a: -f- i-ox* — 1 5a:' 

-)- ryz' — ni" — Gx l 
L'opération nous conduit a un dernier terme + $x~> I 11 
n'est pas égal au dernier terme — sa;*, tel qu'on l'a trouvé 
directement. Donc la division est impossible. 
Soit encore à diviser 

x* — 5x* — a x* + Zx -f: 4 
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par 

3» 2* 7f 3. 

La division du dernier terme du dividende par le dernier 
terme du diviseur donne ^ pour le dernier terme du quo- 
tient. Mais le coefficient du premier terme du diviseur étant 
l'unité, on n'aura dans le calcul que des coefficients en- 
tiers, et par conséquent on n'arrivera pas à un dernier terme 
fractionnaire. Donc la division est impossible. 

Lorsque l'opération conduit au dernier terme tel qu'on 
l'a obtenu ii priori, il faut encore que le reste suivant soit 
nul. Soit, par exemple, à diviser 

a — 5x — î&r' -\-/\x' — Gx l 

par 

1 — !\X-\-oX ! . 

L'opération conduit au dernier tenue — sx* tel qu'on l'ob- 
tient directement, mais le reste suivant n'est pas nul. Donc 
la division est impossible. 

67. Remarque HJ. En général, on ordonne les deux po- 
lynômes par rapport aux puissances décroissantes d'une 
même lettre. Soit m le degré du dividende, n celui du divi- 
seur, m étant supposé plus grand que «; en effectuant 
l'opération, on obtient au quotient un polynôme entier du 
degré m — n. On observe que les degrés des restes succes- 
sifs vont donc én diminuant d'unité en unité; on poussera 
l'opération jusqu'à ce que l'on arrive à un reste d'un degré 
inférieur a celui du diviseur. Si ce reste est nul, la division 
se fait exactement et le quotient est entier. S'il n'est pas 
nul, il est impossible de continuer l'opération : le quotient 
est fractionnaire, et, pour le compléter, on ajoute une frac- 
tion ayant pour numérateur le dernier reste, et pour déno- 
minateur le diviseur. En voici un exemple : 
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a: 1 — 7<c J +ioj: , -f- <jx— 5 [ 3?— 5.r+3 



— ar"+ ?a:'+ 7 jf— S 
+ aa: 8 — ioar J + ftc ' 

— 3j'+i3ar— 5 
+ 5a:'— i5r+ 3 
— aar+ù 

On a 



— - — ■ — t-= =ï — ax— 3 — 

a;'— 5^ + 3 ^—<~, x ^- 

Exemples. 

68. Question I. Diviser x m — a™ par x — a. 

a!" — a m )x — a 
" reste. a a:™ -1 — a™ Lc—'+m^-'+a'a-^-a,, . _i_ a ^-' x _i_ „ 
! reste. eV-*— 



Dernier reste. oF—a'*=o. 

La loi des termes du quotient est facile à observer. Tous 
les terro.es sont positifs; les exposants de x vont en dimi- 
nuant, tandis que ceux de a vont on augmentant Le der- 
nier reste Étant nul, la division se fait exactement, quel que 
soit l'exposant m. On a donc 

X ~ - _ a a " — «""H" «« m -'+ n'a:"- 5 .. .+ a m -'-x + d"~K 

Oe résultat est d'un usage fréquent en algèbre ; il est bon 
de se le rappeler. 

On pouvait d'ailleurs reconnaître à priori la possibilité de 
la division. En effet, on sait qu'en effectuant l'opération on 
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trouvera un quotient entier du degré tn — 1 par rapport à 
x et un reste du degré o par rapport à x, c'est-à-dire indé- 
pendant de x. Si donc on désigne par q le quotient et par r 
le reste, on aura 

*-—«"=(*— a)î+r. 
dette égalité a lieu quelle que soit la valeur de x; or, 
donnons à x la valeur a; le premier membre devient nul 
le premier terme du second membre devient aussi nul ; car 
le facteur x — a devenant nul, et le polynôme entier q pre- 
nant nécessairement une valeur finie, le produit devient 
nul; donc le reste r est nul ; et il est identiquement nul, 
c'est-à-dire qu'il est nul, quelle que soit œ, puisqu'il ne 
contient pas cette lettre. Donc la division est possible. 

60. Question II. Diviser x™ + par x — a - 
x -\-a°\x — a 

i" reste. a x 1 "-'-^-a'"\x 1 "~'-\-ax , "~ , -\-a'x'"-'...-^-a n ~'x-^-a^"-' 
a' reste. aV-'-j-a"'! 



a°'- , x-> r a m 
Dernier reste. cr-\-a* = sa". 

Le quotient est le même que dans l'exemple précédent; 
seulement le dernier reste, au lieu d'être nul, est égal à 
ïû™. La division est impossible. Le quotient est fractionnaire 
et l'on a 

On peut aussi reconnaître à priori l'impossibilité de la 
division. Car, en appelant toujours q le quotient et rie 
reste, on a 

i*-fo»=(î-n)f+r; 
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d'où l'on déduit sa" = r, en faisant x = a. 

70. Question Ili. Diviser x 1 " — a" par x + a. 
Il faut ici distinguer deux cas, suivant que m est pair ou 
impair. i°mpair. 

i" reste. — a x"-' — a™ Le*"- 1 — a.r" , ~ , -|-aV"* -\-a m ~' x—a""' 

a' reste. +«V-' — a m | 



D" reste. -f- a"— a" — o. 

Les termes du quotient sont affectés alternativement du 
signe -\- et du signe — . Le quotient, étant un polynôme 
complet du degré m~ 1, contient m termes, c'est-à-dire 
un nombre pair de termes, si m est pair ; comme les signes 
alternent en commençant par le signe + , le dernier terme 
sera affecte du signe — , et par conséquent le dernier reste 
sera -|- a™ — a" ou zéro. Ainsi, dans ce cas, la division est 
possible. 

2° Sim est impair, le quotient, ayant un nombre impair de 
termes, se termine parle signe +, et le reste est — a m — a'* 
ou — aa™. Ainsi, dans ce cas, la division est impossible. 

7i. Question IV. Diviser x^a™ par x + a. 

Le quotient a !a même forme que dans l'exemple précé- 
dent. Si m est impair, le dernier terme du quotient a le 
signe -f- et l'on a pour reste — a™-(-a"', c'est-à-dire zéro; la 
division est possible. Mais si m est pair, le dernier terme du 
quotient a le signe— et l'on a pour reste +0"+ a", c'est- 
à-dire sa": la division est impossible. 

On peut rattacher ces deux derniers exemples aux deux 
précédents par des considérations sur les changements de 
signes. ISous savons que, lorsqu'on change le signe d'une 
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lettre, les puissances impaires de cette lettre changent de 
signes, tandis que les puissances paires ne changent pas, 
La division effectuée au n° 68 prouve que l'on a 

x" — a m = {x— a) [af— + oi™- 1 + aV-\..-|- a— 1 ) ; 
changeons le signe de a ; nous aurons, si m est pair, 

a- _ a™ = (x + a) (s*- 1 — a*-* + a 1 *-». ..— a- 1 ) ; 
et, si m est impair, 

x~ + a- = (x + a) (*-*_ a*- 1 + aV"->... + a-'). 
On en conclut que a;™— a m est divisible par x-\-a, quand m 
est pair, et af-^a" par x-{-a quand m est impair. 

72. En résumant ce qui précède, on voit qu'une opéra- 
tion algébrique a pour but de composer un polynôme au 
moyen de deux ou de pinceur.-; j>ulynùmes donnés, d'après 
certaines règles déterminées. 

D'un point de vue plus général, on peut considérer une 
opération algébrique comme ayant pour but de transformer 
i;ne expression en une autre équivalente. On dit que deux 
expressions algébriques sont équivalentes, lorsqu'elles four- 
nissent le même résultat, quelles que soient les valeurs nu- 
mériques attribuées aux lettres. Ainsi les deux expressions 

[a + t>Y, at+aab + P, 
qui indiquent deux séries d'opérations différentes à effec- 
tuer sur les quantités a et b, conduiront toujours au même 
résultat, quelles que soient les valeurs particulières attri- 
buées aux lettres a et b; ces deux expressions sont donc 
équivalentes, et l'on peut remplacer l'une par l'autre à vo- 
lonté. Il est clair que les opérations algébriques transfor- 
ment les expressions en d'autres équivalentes; car, dans les 
raisonnements, les lettres représentent des quantités quel- 
conques, et non telles ou telles valeurs particulières. 
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CHAPITRE Y. 

FRACTIONS ALGÉBRIQUES. 



On appelle fraction algébrique le quotient de deux quan- 
tités quelconques, entières ou fittctionuaîies, positives ou 
négatives. Les fractions algébriques jouissent des mêmes 
propriétés que les fractions arithmétiques. 

Théorème I. 

73. On ne change pan la valeur d'une fraction en multi- 
pliant ou en divisant ses deux termes par une même quantité. 

Soit la fraction algébrique ^, dont nous désignerons par 

q la valeur. On a 



a = bq. 

Si l'on multiplie les deux membres de cette égalité par 
a même quantité c, il vient 

ac = bqc = bcq, 

l'où 

ac 



Réciproquement, si l'on divise les deux termes de la 
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fraction g par une même quantité c, ou obtient une fraction 
égale 

c 

T ; 

c 

car, en multipliant par c les deux membres de cette der- 
nière fraction, on reproduit la fraction proposée. 

Corollaire 1. On ne change pas la valeur d'une fraction 
en changeant les signes de ces deux termes; car ceci revient 
à multiplier ses deux termes par — i. 

Corollaire II. Pour réduire plusieurs fractions au même 
dénominateur, on multiplie les deux termes de chacune d'elles 
par le produit des dénominateurs de toutes les autres. 

Corollaire il I. Pour réduire une fraction à sapins sim- 
ple expression, on divise ses deux termes successivement par 
leurs facteurs communs. 

Corollaire IV. On effectue l'addition ou la soustraction 
de plusieurs fractions en réduisant ces fractions au même 
dénominateur, et ajoutant ou retranchant les numérateurs. 

Théorème II. 

7û. On multiplie deux fractions en multipliant numéra- 
teur par numérateur, dénominateur par dénominateur. 

Soient les deux fractions | et^ dont nous désignerons les 
valeurs par q et g'; on a 




ou 

a = bq, c — do 1 . 
Si l'on multiplie ces deux égalités membre à membre, il 
vient 

ac = bdqq'\ 
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bd 
Ainsi 

a l — £ ^ t 
bd~b d' 

Théorème III. 

75. On divise une quantité par une fraction, en multipliant 
celte quantité par la fraction diviseur renversée 

Soit à diviser fa fraction ~ parla fraction j. Je dis que 
le quotient cherché égale 

6c'' 

car, si l'on multiplie ce quotient parle diviseur, et si l'on 
simplifie, on reproduit le dividende. 

Tbëobème IV. 

76. Lorsqu'on a plusieurs fractions égales et qu'on ajoute 
les numérateurs et les dénominateurs, on forme une nou- 
velle fraction égale à chacune des fractions proposées. 

Soient les fractions égales 



Un désignant par q la valeur de chacune d'elles, on a 



a = bq, d =b'q, a" = b"ç, 

Si l'on ajoute ces diverses égalités membre à membre , il 
vient 

a + 0 ' + a" + = (b+b' + b» + )?, 

d'où 

« + '■+«'+ = ■ 

b + V + b" + ? 
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Corollaire I. Lorsqu'on a plusieurs fractions égales, si, 
après avoir multiplié les deux termes de chacune d'elles par 
une même quantité, on ajoute les numérateurs et les dénomi- 
nateurs, on forme une nouvelle fraction égale à chacune des 
fractions proposées. 

Soient les fractions égales 

b ~~ V ~ b" ~ 
Si l'on multiplie les deux termes de la première par m, 
ceux de la seconde par m',..., on obtient des fractions 

mb m'b' m"b" 
égales respectivement aux fractions proposées, et par con 
séquent égales entre elles. Donc la nouvelle fraction 

BM + m V+wy+ 

mb + m'b'+m"b"-\- 

est aussi égale à chacune des fractions proposées. 

COROLLAIBB II. Lorsqu'on a plusieurs fractions égales, la 
fraction qui a pour numérateurla racine carrée de lasomme 
des carrés des numérateurs,- et pour dénominateur la racine 
carrée de la somme des carrés des dénominateurs, est égale à 
chacune des fractions proposées. 

En effet les carrés des fractions égales 
a _ a' _ <£_ _ 
b ~ f ~~ b" ~ 
sont des fractions égales 

!? _ £ _ SÎ1 — 
b'~b" ~ 

En vertu du théorème précédent, on a 

»' + "" + ""' + g. 

4»_j-i" + ^> + b" 



■ FRACTIONS ALGÉBRIQUES. 

ïi l'on prend la racine carrée, il vient 



y'«' + .i" + >."+ ■ 



W + IC+tr*+ b 

Exemples. 

i" Trouver les côtés d'un rectangle semblable à un rec- 
tangle donné, connaissant le périmètre. 

Appelons a et 6 les deux côtés du rectangle donné, -ly le 
périmètre donné, x et y les deux côtés du rectangle cherché. 
On a les rapport égaux 

x_y_ 
a b' 

lin ajoutant "les numérateurs et les dénominateurs, on 
forme la fraction égale 

■c + g _ P 
a + b a+b' 

on a donc 

x _V _ P . 
a b a + b' 

d'où l'ou déduit, en égalant chacune des deux premières 
fractions à la troisième, 

na pb 

2° Trouver les côtés d'un rectangle semblable à un rec- 
langle donné, connaissant la diagonale d. 
Si l'on applique le corollaire H aux deux fractions égales 
x _y 
a~ b' 

on forme la fraction égale 
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On a donc 

* y ' d .. 

d'où l'on déduit 

da _ db 

~ y/^+ïï' ~~ vV+6*' 
5" Trouver les côtés d'nn rectangle semblable à un rec- 
tangle donné, conduisant l'excès e du demi-périmètre sur 
la diagonale. 
Les deux fractions égales 

*_y 

a" h 

donnent naissance aux deux fractions égales- 

qui, i\ leur tour, produisent la fraction égale 

g + ff — V / ^' + .'/' „ l 

a + b—i/tf + P a + b—i/tTfb 1 

On a donc 

x _ y_ e 

a b a + b — Va' + Ô 1 ' 
d'où l'on déduit les valeurs de x et de y. 

Exercices »tir le Livre I". 

QcEstios I. Faire la mulliplicatign 

(û' + ûft + Èi) (o_i;. 
Réponse: le produit est a 5 — b*. 
Question II. Taire la multiplication 

[ a *-ab + b>)( a +b). . 
Réponse : o' + i'. 
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Question III. Faire U multiplication 

[a ™ + a -"-'b + (T-'ii. . . + S") (a - 6) . 
Réponse: a m +' - 

Question IV. Falro la multiplication 



Question V. Faire la multiplication 

(bab + 3ac — e»)(— Soi + Sac— c*J. 
Réponse : — + gaV — Cac 1 4- e*. 

Question VI. Faire la division 

2a* - 13a'o + BlaW — SSalfi + 2it* 
3a* — aai + 44' ' 
Réponse: a'— Shd + 04'. 

Question Vil. Faire la division 

4a>— Sii'j 1 + Ou'i — n* 

Répense : ïœ» -f 3n.c — a*. 

Question VIII. Calculer 

a'- 6» 

Réponse: a* -|-u*4>+A*. 

Question IX. Calculer 

5n-24 ' 

Réponse; 25a 1 + 10a4 + * A'. 

Question X. Multiplier le polynôme 

(a -4)*« + «{„-*)*- ai* 
par (n + 4):c— a». 

W/WBîe: (a^■-ÈV + a&(fl-%'-(a'-a*& + a , A l + a& , )I + a , i , . 
Question XI. Simplifier l'expression 

6ab (c + -l d\ 
3c — d\ 4 3/' 
Jléponte : — . 

Question XII. Simplifier I'cipn?ssIon 
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QuESTios xill. Vérifier l'égalité 

ia * + b>) [a*+6*)-{aa'+ 14')' = (ai'- ta")*. 
Ql'fstjos XIV. Vc'rifler l'égalité 

[a* + 4> + e ») (rfi -1- b" + e" ) — (an' + 64' + af ;* 
= (oi- —in')! + ^ - e4')' + (ctf — oc')». 

Question XV. Reronnnitre dans quel cfls a" — b" e?t divisible par o*— 
Réponse. Il fout que les don e/posanM m et n da dividende soient des 
r.|Hirpiiiiri|ili'f ilen doux oiui,*,,..!* p et j et du dWlseur, , 

Question XVI. Additionner les fractions 

L + ! + ! 

«.-»)(»-■! 14-.] (4_c) l4-.|(i-4]' 

o 4 c 

|«-«l«-c) + (4-.](4-cl + (P-.KC-4]' 

ï + ? + 2 

O-»»-» l4-»)|4-c] «-«»-*• 

t + ? + S . 

(4-4)(.-t] (4-a|14-t| [<-«|«-4] 

Dépense. Les ilmii premières sommes sent eçaies à eero, la troisième à 
l'unifè, e! In quatrième è n + 4 + c. 
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CHAPITRE PREMIER. 

RÉSOLUTION DES EQUATIONS DU PRE1IIER DEGRÉ. 

Définitions. 

77. Une identité est une égalité évidente par elle- même, 
comme 

Une Équation est une égalité clans laquelle entrent une 
™ plusieurs lettres désignant des quantités inconnues. 

Résoudre des équations, c'est trouver les valeurs des in- 
connues qui satisfont aux équations proposées, c'est-à-dire 
qui rendent égaux les deux membres de chacune d'elles. Si 
l'on remplace les inconnues par leurs valeurs, les équations 
deviennent des identités. 

On dit que deux équations sont équivalentes, lorsque 
toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à l'une satis- 
font à l'autre et réciproquement. 

Deux systèmes d'équations simultanées sont vq uiva lents, 
lorsque toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à l'un 
satisfont à l'autre et réciproquement. 

Il est clair que, dans la résolution des équations, on peut 



S4 



LIVHE II. — CHAP. I. 



remplacer une équation par une équation équivalente, un 
système d'équations par un système équivalent ■ 

78. On appelle degré d'une équation !a plus grande 
somme des exposants de toutes les inconnues dans un 
même terme. Ainsi les équations 

5x — 7 =i^-\-ix, 
^ + 6^ = 4°, 
sont du premier degré. Les équations 
4s 1 — jy = i5, 
5x — Zy = nxy~Z, 

sont du second degré; dans cette dernière le terme ixy est 
du second degré par rapport aux deux inconnues x et y. 

On a classé les équations d' après leurs degrés. Nous nous 
occuperons d'abord des équations du premier degré. 

Résolution d'une équation du premier degré 
à une inconnue. 

79. La résolution d'une équation du premier degré à une 
inconnue dépend de principes très-simples dont nous avons 
déjà parlé dans l'introduction (n 0- y et 8) et que nous allons 
exposer avec plus de détail. 

Théorème I. 

Si aux deux membres d'une équation on ajoute une même 
quantité, ou si des deux membres on retranche une même 
quantité, on transforme celte équation en une autre équiva- 
lente. 

Appelons À et B les deux membres de l'équation propo- 
sée, qui sera ainsi représentée par 
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et, afin de simplifier, supposons qu'elles ne contiennent 
qu'une seule inconnue x. Une solution de cette équation est 
une valeur de x qui rend les deux expressions algébriques 
A et B égales entre elles. En ajoutant aux deux membres !a 
même quantité C, nous formerons une nouvelle équation 

équivalente à la proposée. En effet, toute valeur de x, qui 
satisfait à la première équation, satisfait aussi à la seconde; 
sar, si aux deux quantités égales A et B on ajoute la même 
quantité C, on obtient deux quantités égales A-f G et 
B -f- C. Réciproquement, toute valeur de x, qui satisfait à la 
seconde équation, satisfait aussi à la première; car, si des 
deux quantités égales A + C et B + G on retranche la même 
quantité C, on obtient deux restes égaux A et B. Les deux 
équations, admettant le3 mêmes solutions, sont donc équi- 
valentes. 

On démontrerait de la même manière qu'en retranchant 
une même quantité C des deux membres de l'équation pro- 
posée, on forme une nouvelle équation équivalente 
A — C = B — C. 

80. Corollaire I. Un terme quelconque d'une équation 
peut être écrit dans l'autre membre avec un signe contraire. 
Soit l'équation 

6x — 7= 15 + 2#. 
Si nous ajoutons 7 aux deux membres, l'équation devient 

le terme 7, qui avait le signe — dans le premier membre, 
est passé dans le second membre avec le signe +. De 
même, si nous retranchons 2x des deux membres, l'équa- 
tion devient 

6ar — zx= i5 + 7; 
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le terme a.r, qui avait ie signe + dans le second membre, 
est passé dans le premier avec le signe — . 

81. C,oiiOLt.AiHË II. On peut changer les signes de tous les 
termes d'une équation. Soit l'équation 

Si l'on fait passer dans !e second membre tous les termes 
du premier et réciproquement, cette équation devient 

— 5z-f<i = — . o + 5x, 
ou, en transposant les deux membres, 

— 10 -|- 5z — — Ùjr-f-C, 

Théorème II. 

1 82. Si l'on multiplie ou si l'on divise les deux membres 
d'une équation par une même quantité ne renfermant aucune 
inconnue, on transforme celle équation en une équation équi- 
valente. 

Jîn vertu du théorème précédent, nous pouvons supposer 
que l'on a fait passer tous les termes de l'équation dans le 
premier membre, de sorte que, si nous appelons A ce pre- 
mier membre, l'équation sera représentée par 
A = o. 

Une solution de cette équation est une valeur de x qui rend 
l'expression algébrique A égaie à zéro. Un multipliant tous 
les termes de cette équation par un nombre donné m, nous 
formerons une nouvelle équation 
mA = o, 

équivalente à l'équation proposée. En effet, toute valeur de 
x qui satisfait à la première équation satisfait aussi à la 
seconde; car, si la quantité A est nulle, le produit de cette 
quantité par le nombre m est aussi nul. Réciproquement, 
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toute valeur de x qui satisfait à la seconde équation satis- 
fait aussi à la première; car, si le produit mA est nul, il faut 
que, l'un des deux facteurs le soit ; niais le nombre donné m 
n'est pas nul ; donc l'autre facteur A est nécessairement nul. 
Les deux équations, admettant les mêmes solutions, sont 
équivalentes. 

De même, si l'on divise tous les termes par un même 
nombre m, on transforme l'équation proposée en une autre 
A_ 
m 

équivalente. 

83. Remabque. Pour la rigueur du raisonnement, il im- 
porte que le multiplicateur j» ne soit ni nul ni infini, et 
pour cela il faut que ce multiplicateur ne contienne pas 
l'inconnue. Supposons, par exemple, que l'on ait multiplié 
par se — a; l'équation 

(*- a )A = o 

admet bien toutes les solutions de l'équation A — o; mais 
elle admet en outre la solution x = i , qui annulé le multi - 
plicateur. Ainsi, la seconde équation n'est pas équivalente 
à la première, puisque, outre les solutions de la première, 
elle en admet encore une autre. 

On voit comment la multiplication par une quantité con- 
tenant l'inconnue introduit dans l'équation des solutions 
étrangères à la question. Quand une semblable opération 
sera nécessaire, on tiendra compte de cette circonstance, 
et parmi las-solutions trouvées, on distinguera celles qui 
satisfont réellement à l'équation proposée. 

Au contraire, la division par une quantité contenant l'in- 
connue peut faire disparaître une ou plusieurs solutions de 
l'équation. 

84. Corollaire. On fait disparaître tes dénominateurs 
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d'une équation en multipliant tous les termes de l'équation 
par le plus petit multiple des dénominateurs. 
Soit l'équation 

. ?x _ 3 _ i 5x 
TT 4 — 6 + ia" 
Le plus petit multiple de tous les dénominateurs est 24. 
Si nous multiplions tous les termes de l'équation par 94, il 
est clair que les dénominateurs disparaissent; l'équation 
devient 

six — 18 = i -f- ior. 
Pour faire cette multiplication, on multiplie le numérateur 
de chaque terme par le quotient du plus petit multiple par le 
dénominateur, et l'on ôte ce dénominateur; ainsi nous avons 
multiplié les numérateurs par les quotients 3, 6, 4i " du 
plus petit multiple 24 parle3 différents dénominateurs. 

Si l'équation ne contient qu'un seul dénominateur, on 
multipliera par ce dénominateur. 

Si l'on éprouve quelque difficulté à trouver le plus petit 
multiple, on multipliera par le produit des dénominateurs, 
qui est un multiple commun, 

85. Nous pouvons énoncer maintenant la règle à suivre 
pour résoudre une équation du premier degré à une incon- 
nue : r on chasse les dénominateurs, s'ily en a; a" on fait 
passe les termes inconnus dans le premier membre, les ter- 
mes connus dans le second membre, et l'on réduit les uns et 
les autres; ô° enfin on divise par le coefficient de l'inconnue. 

Reprenons l'équation 

8 4 _ 6 + ia* 
Chassons d'abord les dénominateurs, cette équation de- 
vient 

— 18 = 4 -f IOX. 
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Ensuite, faisons passer les termes inconnus dans le pre- 
mier membre, les termes connus dans le second, nous 
avons 

3137 — iox= 4-|- 18, 

ou, en réduisant, 

na: = aa. 
Enfin, divisons par 1 1 , il vient 



On voit que'la méthode consiste à transformer l'équation 
proposée en une série d'équations équivalentes, jusqu'à ce 
que l'on arrive à une équation de la forme x = z. Mais cette 
dernière équation est évidemment satisfaite, si l'on donne à 
l'inconnue la valeur a, et ne l'est par aucune autre valeur: 
donc l'équation proposée, qui est Équivalente à cette der- 
nière, admet la solution x— a et n'en admet aucune autre. 

86. Considérons encore l'équation 

que nous avons déjà résolut: (n° y). Les deux dénominateurs 
étant premiers entre eux, leur plus petit multiple est leur 
produit; on multipliera dune par 12, ce qui donne 

5:c+84 = 8:c— 36. 
On en déduit, par la transposition des termes, 

Sx — 8z = — 36 — 84, 
— 5x = — 120, 

et, en changeant les signes des deux membres, 
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Résolution de deux-équations du premier degré à deux 

87. Si l'on n'avait qu'une équation à deux inconnues 
x et y, l'équation admettrait une infinité de solutions; car 
on pourrait donner à x une valeur quelconque, et il en ré- 
sulterait pour y une valeur correspondante. La question 
serait donc indéterminée. 

Soit, par exemple, l'équation 

5x — 5>j = q, 
qui, résolue par rapport à y, devient 




Si l'on donne à x les valeurs 2, 3, 4, , on trouve pour 

y les valeurs \, «, ^ Ainsi l'équation est satisfaite par 

les systèmes de valeurs 

x= 2, U = \ l < 

■=4. y=~. 



Chacun d'eux constitue une solution de l'équation proposée 
et il y en a une infinité. 

Les théorèmes I et 11, et les transformations qui en résul- 
tent, sont vrais d'une manière générale et s'appliquent à une 
équation a plusieurs inconnues. Mais alors il faut entendre 
par équations équivalentes deux équations qui admettent 
les mêmes solutions en nombre infini. 

Si l'on a deux équations simultanées à deux inconnues, 
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l'indétermination disparaît ; on ne peut plus prendre x ar- 
bitrairement ; car il faut que les valeurs de x et de y satis- 
fassent à la fois aux deux Équations. 

88. Parmi les diverses méthodes employées pour effec- 
tuer cette resolution, l'une des meilleures et des plus usi- 
tées est celle dite de substitution. Nous l'avons déjà fait con- 
naître dans l'introduction (n° 21). Ella consiste à tirer de, 
l'une des deux équations proposées la valeur de l'une des in- 
connues, comme si l'autre était connue, et à substituer cette 
valeur dans Vautre équation; on obtient ainsi une équation 
aune inconnue que l'on résout par le procédé ordinaire. 

Soient les deux équations simultanées 

(0 5x— ôtj= 9, 

(a) 7* + iiy«43, 

que nous numérotons, afin d'abréger le discours. De la pre- 
mière tirons la valeur de y, comme si la valeur de x était 
connue, nous avons 




Substituons cette expression à la place de y dans la seconde 
équation, nous obtiendrons une équation à une inconnue 

(4) 7*+.. ^ = 45. . . 

dette équation, résolue par le procédé habituel, nous donne 
x = 5. Eu portant cette valeur dans l'expression (5) de y, 
nous trouvons y = a. Telles sont les valeurs des deux incon- 
nues. 

89. Il est aisé de voir que cette méthode remplace le sys- 
tème des deux équations proposées (1) et (a) par Te sys- 
tème équivalent des deux équations (5) et (4). En ell'et, nous 
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remarquons d'abord que l'équation (3) n'est autre que l'é- 
quation (1) transformée. Si donc, pour certaines valeurs de 
x et de y, les équations (i) et (2) sont satisfaites, l'équa- 
tion (5), qui est la même que l'équation (1), le sera évi- 
demment, et aussi l'équation (4), qui ne diffère de l'équa- 
tion (2) qu'en ce que la quantité y a été remplacée par une 

quantité égale ^ x ^ 9 . Béciproquement, si, pour certaines 

valeurs de x et de y, les équations (3) et (4) sont satisfaites, 
l'équation (i)> qui est Ja même que l'équation (3), le sera 
évidemment, et aussi l'équation (2) qui ne diffère de l'équa- 
tion (£,} qu'en ce que la quantité — - 9 a été remplacée 

par la quantité égale y. Les deux systèmes d'équations ad- 
mettent donc les mêmes solutions, et par conséquent sont 
équivalents. 
Mais l'équation (4), transformée, devient 



On peut donc remplacer le système proposé par le système 
équivalent 




L'équation (5) n'est satisfaite que par la valeur x = 5 ; 
pour satisfaire en même temps à l'équation (5) , il faut don- 
ner k y la valeur 2. Ainsi ce dernier système d'équations, 
et par conséquent le système proposé, admet la solution 
x = 3, y = 2, et n'en admet pas d'autre. 

Exemptes. 

90. Dans la pratique,* on profitera de toutes les circon- 
stances qui permettent de simplifier le calcul. 
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i' Résoudre les deux équations 
VJ — 4^= f, 

Les deux coefficients de x étant les mêmes, on tirera de la 
première équation la valeur de x t 

*~ 4 ' 

que l'on substituera dans la seconde, ce qui donne 

Le dénominateur 4 disparaît de lui-même, et l'équation s'é- 
crit plus simplement 

d'où l'on déduit 

y=a, 

et, en portant cette valeur dans l'expression de x, 
x = 5. 

a° Résoudre les deux équations 

17a; — ioy = 11, 

i3.r — 5y=ig. 
Le coefficient de y, dans la première équation, étant un 
multiple du coefficient de y dans la seconde, on tirera de 
celle-ci la valeur de y 

■ 3s-, 9 ' 
. b 

que l'on substituera dans la première, ce qui donne 



ou, plus simplement, 

i;j;~2(i5ï — 19)= 1 

On en déduit 

^ = 5, y = \. 
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5° Résoudre les équations 

& X — ,lJ/= 1, 

igy — iaa;= u. 
Les deux coefficients de x ayant un commun diviseur, de la 
première équation on tirera 

et l'on substituera dans la seconde, ce qui donne 

iflir--'» 1+ " y =ii- 

Si l'on divise par k les deux termes de la fraction, cette 
équation se simplifie et devient - 

On en déduit 

y— s, x=7- 

Résolutions de trois équations du premier degré 
à trois inconnues. 

91'. La marche à suivre est toujours la même : de l'une 
des trois équations proposées on tirera la valeur de l'une 
des inconnues, comme si tes valeurs des deu.r autres étaient 
connues, et l'on substituera, celte valeur dans les deux autres 
. équations. On obtiendra ainsi deux équations à deux incon- 
nues qneU'on résoudra par le procédé indiqué précédem- 
ment 

Soient les trois équations 
. (l) ■ 5j/-7i + 5ï== à, 

(a) * .4« + W— 5a = 3o, 

(5) . 3 r-3y + 6s= i. 
Si de la première on tire 

. > + 7«-5y 



« Digitizcd by Google 



ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 95 

et que l'on substitue dans les deux autres, on a les deux 
Équations à deux inconnues 

(6) ^ +& 'i±2^ = ,, 

qui simplifiées, deviennent 

5ay — a3jr=uo, 

La question est ramenée ainsi a la résolution de deux 
Équations à deux inconnues. Si de la dernière on tire 



et que l'on substitue dans la précédente, on a l'équation à 
une inconnue 

(8) 5a 7 "^' fa -»5j = uo, 

ou, plus simplement, 

4(7+l6:r)— 23^=110. 

Cette dernière équation, résolue, donne j — a. Portant 
cette valeur dans l'équation (7) , on en déduit y — à ; por- 
tant ces deux valeurs dans l'équation (/,), on a enfin z= j. 
Telles sont les valeurs des trois inconnues. 

92. Il est aisé de voir que la méthode transforme le sys- 
tème des trois équations proposée dans le .système équiva- 
lent des trois équations (4), (5) et (G). En effet, l'équa- 
tion (4) est la même que l'équation (1), et l'on déduit les 
équations (5) et (fi) des équations (a) et (5) en remplaçant z 
par une quantité égale, ou réciproquement. 

Mais te système des deux équations (5) et (G) peut être 
remplacé à son tour par le système équivalent des deux 
équations (7) et (S) , et cette dernière, résolue, devient x=a . 
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Ainsi, le système des trois équations proposées est trans- 
formé dans le système équivalent 

(« ,= i±a=a , 

(, *=^, 

(g) *= 3 . 
La dernière équation n'est satisfaite que par la valeur x=* ; 
pour satisfaire en même temps à la seconde, il faut donner 
a y la valeur 3 ; pour satisfaire en même temps à la première, 
il faut donner à s la valeur î. Ainsi ce dernier système, et 
par conséquent le système proposé, admet la solution 

et n'en admet pas d'autre. 

Exemples. 

93. Dans chaque cas particulier, on dirigera le3 calculs 
de manière à les simplifier autant que possible. 
i° Résoudre les trois équations 

x+ y + *= 6, 
x-\-iy-\-Zz = io, 
ss-Mff + O» — »• 
Si de la première on tire 

x=6 — y-— î f 

et rpie l'on substitue dans les deux autres, on a les deux 
équations a deux inconnues 

6 — y — s + iy + 3î— 10, 
6 — y — z + 4y + 9ï = ao, 
qui, simplifiées, deviennent 

y + aï=s 4, 
5y.+ Sï=i4. 



ÉQUATIONS DU PKEMIER DEGRÉ. 97 

On résoudra ces deux équations en tirant de la première 
y = 4— M, 
et, substituant dans la seconde, ce qui donne 
3(4-«) + 8r=.4, 

d'où 

Portant celte valeur dans l'expression de y, on trouve y =2-, 
portant ces deux valeurs dans l'expression de x, on a x=S. 
2° Résoudre les trois équations 

5a; — 7j/=a, 

4y — 3s = i, 

aar— : = 

Les trois inconnues n'entrent pas dans chacune des trois 
équations et le calcul est plus simple. Si de la troisième 
équation on tire 

et que l'on substitue dans la seconde, on a 
plus simplement 

te— % = ao, 

ou 

Cette équation, jointe à la première qui ne contient pas s, 
forme un système de deux équations à deux inconnues 

53 — 73 = 2, 

Zx — ty= io. 
Si de la dernière on tire 



et que l'on substitue dans la précédente, on a l'équation à 
une inconnue 
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On déduit de là 

x = G, y = k, b=5. 
5° Résoudre les trois équations 

$x — -5y=fc, 
Zx-\-hij — iz = in., 
M + 5y = ij. 
Si de la seconde équation on tire 

_ = ZX + 2>J— Ifl 

et que l'on substitue dans la troisième, on a l'équation 

■H-s*^— P-5» = „-, 
qui, sîiupliiiëe, se réduit à 

î&r = gi. 

Cette équation donne immédiatement ;r— 7. La valeur de 
x étant connue, on tirera de la première équation 1/ — ô; 
en portant ces deux valeurs dans l'expression de z, on aura 

* = 4. 

Résolution d'un nombre quelconque d'équations 
du premier degré. 

9Û. La méthode de substitution, que nous avons employée 
pour deux et pour trois équations, s'applique sans difficulté 
à un plus grand nombre d'équations. Supposons que l'on 
ait a résoudre n équations à n inconnues. De la première 
équation on tirera la valeur de la première inconnue que l'on 
substituera dans toutes les autres équations, ce qui donnera 
n — 1 équations à h — 1 inconnues, qui, jointes à la pre- 
mière, formeront un système équivalent au système pro- 
posé. De la seconde équation de ce second système, on tirera 
de même la valeur de la seconde inconnue que l'on substi- 
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tuera dans toutes les suivantes ; et Je système proposé sera 
transformé en un système équivalent composé, d'une équa- 
tion à n inconnues, d'une an — 1 inconnues, et de n — a 
équations an — 2 inconnues. On continuera de la même ma- 
nière jusqu'à ce que l'on arrive à une équation à une in- 
connue, et alors le système des it équations sera transformé 
en un système équivalent de 11 équations, contenant, la 
première les 11 inconnues , la seconde » — ' , la troisième 
n — 2,..., enfin la dernière une seule inconnue. De cette 
équation, on déduira la valeur de la dernière inconnue, et 
en remontant de proche en proche, on trouvera successi- 
vement les valeurs de toutes les inconnues. 

Appliquons cette méthode à la résolution de quatre équa- 
tions à quatre inconnues 

/ x—*y+ s— Su= 1, 

} Ï'J— w— $ï + ia«!=4j 
U i y-5z + « = 9, 

\ M- x- ,j+ ?t( =6. 
De la première équation tirons la valeur de x. substi- 
tuons-la dans toutes les autres et simplifions, nous trans- 
formerons le système des équations proposées en un autre 
équivalent 

, i=o, 

' 5z — 5y+ 4?! = ;. 
De la seconde équation de ce second système tirons la 
valeur de y et substituons-la dans les deux suivantes, nous 
obtenons le troisième système. 

!X= l + 21J— 2 + SB, 
y= ~ 3 ' 
z+ S»= 6, 
a-[-iou = i3. 
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Si de la troisième équation de ce troisième système nous 
tirons la valeur de z pour la substituer dans la dernière 
équation, nous arrivons enfin au système 

!x=\+iy — z + Zu, 
_ 6 + as — Oa 
V ~ 3 ■ ' 
ï = 6 — 5u, 

En remontant de proche en proche, on trouve 
11 = 1, : = Z, y = *, x = 5. 

Exemples. 

95. Dans un grand nombre de cas, on abrège beaucoup 
les calculs en dirigeant convenablement les substitutions, 
i" Résoudre les cinq équations à cinq inconnues 

Iy + xc= k, 
* + 3</ = 9. 
(( + 4* = i6, 
v -\- 5u — a5, 
x+ y + Z + «-|-»=i5. 
On tire de la première 

y = 4 — w; 
de la seconde, en y remplaçant y par sa valeur, 
z = 6x — 3; 

de la troisième, en y remplaçant z par sa valeur, 

u = aS — a4# i 
de la quatrième, en y remplaçant m par sa valeur, 

v = iaOï — n5. 
Les quatre inconnues y, z, v, v sont exprimées ainsi au 
moyen de x; si l'on substitue ces valeurs dans la cinquième 
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équation, on obtiendra une équation à une seule inconnue 
ioix — toi, 

d'où 

x— i. 

En portant cette valeur de x dans les expressions précé- 
dentes, oo trouve 

2° Résoudre les quatre équations à quatre inconnues 

] <!j M — 3r = i3, 

Si de la première et de la troisième on tire 

x= 29 — 5r, 
'3+3* 
4 ' 

et que l'on substitue ces valeurs dans les deux autres, on 
aura deux équations à deux inconnues 
ia.y + 43z = a39, 
>4y + 93s: = 493- 
Si de la première de ces deux équations on tire 
. y _ a5Q — 45^ 

et que l'on substitue dans la seconde, on obtient une équa- 
tion à une inconnue 

d'Où 

2 = 5. 

En portant cette valeur dans les expressions précédentes on 
trouve 
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Combinaison des équations. 

96. Souvent une combinaison dos équations proposées fa- 
cilite beaucoup la résolution. Exemples : 

1° Trouver deux nombres, connaissant leur somme a et 
leur différence 6. 

En appelant x et y les deux nombres cherchés, on a les 
deux équations 

x + y = a, 
x — y=b. 

Ajoutons ces deux équations membre à membre, nous au- 
rons 

vr = a+b, 

d'où 

Retranchons la seconde équation de la première, nous au- 
rons de môme 

a — b 
V • 

2° Trouver quatre nombres , connaissant leurs sommes 
trois à trois. On aura à résoudre les quatre équations 
y+z + u = h, 
z + « + x = b, 
u + x + y = c, 
x + z = d. 
En ajoutant ces quatre équations membre, à membre, on a 
5x + 3jt + 3z + Zu = a + b + c + d ; 
d'où l'on déduit la somme des quatre inconnues 
, , , a+b+c+d 

Si maintenant de cette nouvelle équation on retranche 
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chacune des équations proposées, on trouve immédiatement 
les valeurs des inconnues ■ * 



x= — — c> 

o" Trouver quatre nombres, connaissant l'excès de la 
somme de trois quelconques d'entre eux sur le quatrième. 
On aura à résoudre les quatre équations 

y+z + u-X = *, 
« + «+*-* = *, 
u+x + y~z = c, 
X + y+z — u = d. 

En ajoutant ces quatre équations, on a l'équation 

a x + 4- a - + a " — a + 6 -f- c + d, 

d'où l'on déduit la somme des inconnues 

z+>j + z + u = — '— 1 . 

Si maintenant de cette nouvelle équation on retranche 
chacune des équations proposées, on trouve 

2X — a + b + c + d _ a 
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d'où 

_ q + b-\-c + d a 

X 4 ï' 

' _ a+b+c+d b 1 



4° Résoudre les quatre équations 

^+^-f-3i + 4» = a. 
!/ + « + 3»+^ = 6- 
*-f aa + 3x+4y = c, 

lin ajoutant ces quatre équations, on obtient une équa- 
tion 

1037+ ioj/+ 102+ iou = a + i+c + rf, 
qui donne la somme des quatre inconnues 

Pour abréger, nous désignerons par la lettre m le second 
membre qui est connu. 

En retranchant la seconde équation de la première, la 
troisième de la seconde, la quatrième de la troisième, la 
première de la quatrième, on obtient les équations 

y+z + u-3x = a-&, 
* + a+*-3y = i- Cj 
w + tf + y — 5z = c— d, 
x + y-\-z~Zu = d — a. 

Mais nous avons trouvé 

* + ï + * + « = "<- 
Si donc de cette dernière équation on retranche chacune 
des précédentes, on obtient les valeurs des inconnues 
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m — b + c 

y— — r^— , 
4- . 
m—c+d 
4 

97. La méthode dont nous venons de faire quelques ap- 
plications repose sur le théorème suivant, dont on se sert 
fréquemment en mathématiques. 

Théorème III. Êlant données plusieurs équations, on peut 
remplacer l'une d'elles par l'équation que l'on obtient en 
ajoutant ou en retranchant les équations proposées membre 
a membre. 

Considérons d'abord deux équations 

(■) A = o, 

(») li= 0j 
que l'on peut toujours mettre sous cette forme, en faisant 
passer tous les termes dans le premier membre. Si on les 
ajoute membre à membre, on forme une nouvelle Équation 

[3) A + B = o, 

qui peut remplacer l'une des équations combinées, par 
exemple la deuxième, et le système des deux équations 

[:) A = o, 

(3) A + B =t>, 

sera équivalent au système des deux équations proposées. 
En effet, si, pour de certaines valeurs des inconnues, les 
équations (i) et (a) sont satisfaites, l'équation (5) le sera 
aussi; car les deux quantités A et B devenant nulles, leur 
somme A + B est aussi nulle, lléciproquement, si les deux 
équations (î) et (5) sont satisfaites, l'équation (a) le sera 
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aussi ; car la somme A -f- B étant nulle, ainsi que la pre- 
mière partie A, il est nécessaire que la seconde partie lî le 
soit aussi. Les deux systèmes, admettant les mêmes solu- 
tions, sont équivalents. 

De même si, au lieu d'ajouter, on retranche les équa- 
tions membre à. membre, on obtient un système 
A = o, 
A — lî^o, 
équivalent au système proposé. 

OS. Corollaire. Avant d'ajouter ou de retrancher les 
équations proposées, on peut multiplier les deux membres 
de chacune d'elles par un nombre arbitraire; car on sait 
que, lorsqu'on multiplie tous les termes d'une équation par 
un même nombre, l'équation resœ équivalente à elle-même. 
Si donc, avant d'ajouter, nous multiplions la première équa- 
tion par m, la seconde par n, nous obtiendrons le système 
A = o, 
mk + nli = o, 
équivalent au système proposé. 

(Jeci donne le moyen d'éliminer une inconnue entre deux 
équations ; il suffit pour cela de multiplier les deux équa- 
tions par des nombres tels, que les deux coefiicienls de 
l'inconnue qu'on veut éliminer deviennent égaux entre eux, 
puis d'ajouter ou de retrancher, suivant qu'ils ont des signes 
contraires ou le même signe. 

Soient, par exemple, les deux équations 

9Z + 5y = 3S. 

Si nous multiplions la première par 5, la seconde par 3, ces 
deux équations deviennent 

55a: — >5y= 5o, 
i5y= 114. 
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Si maintenant on ajoute membre à membre, l'inconnue y 
disparaît, et l'on obtient une équation à une inconnue 
8ax = 164, 

d'où 

X— a. 

En remplaçant x par sa valeur dans l'une des deux équations 
proposées, et résolvant par rapport à y, on trouve y = 4- 

Ce procédé d'élimination, que l'on appelle méthode de ré- 
duction au même coefficient, réussit toujours, quand on mul- 
tiplie la première équation par îe coelîicient de l'inconnue 
qu'on veut éliminer dans la seconde équation, et h seconde 
équation par le coefficient de la même inconnue dans la 
première; car, après cette opération, l'inconnue, dont ils'a- 
git, a dans les deux équations un coefficient, égal au produit 
des deux coefficients primitifs. Mais il suffira, si l'on aper- 
çoit aisément le plus petit multiple des deux coefficients, de 
rendre ces deux coefficients égaux à ce plus petit multiple. 

Soient les deux équations 

711 = V, 
6x — = 17. 

On voit de suite que les deux coefficients de x ont pour 
plus petit multiple 12 ; pour éliminer x, on multipliera la 
première équation par 5 , la seconde par 2 ; les deux équa- 
tions deviennent 

iaa:+aiff = 8i J 

MX 36^=34. 

Puis on retranchera la seconde équation de la première, ce 
qui donne 

47ï=47, 

d où 

y= 

En portant cette valeur de y dans la première équation et 
résolvant, on trouve x — 5. 
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99. Le théorème que nous avons démontré s'étend sans 
difficulté à un nombre quelconque d'équations. 
Soient les trois équations 

(i) A = o, 

(s) B = o, 

(3) C = o. 

Si on les ajoute membre à membre, on forme une nouvelle 
équation 

(4) A + B + C = o, 

qui peut remplacer l'une des équations combinées, par 
exemple la troisième, et l'on obtient ainsi un système 

(0 ' A = o, 

(a) B = o, 

(4) ,A + B + C = o, 

équivalent au système proposé. 

11 est évident en effet que, lorsque les trois équations (i), 
(a), (5) sont satisfaites , l'équation (4) l'est aussi, et que- 
réciproquement, lorsque les équations (î), (a), (3), sont 
satisfaites, l'équation (3) l'est pareillement. 
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CHAPITRE II. 

UTILITÉ DES QUANTITÉS NÉGATIVES DANS LA RÉSOLUTION 
DES PROBLÈMES. 

100. Nous avons dit (n° 33) qu'un polynôme indique 
une série d'additions et de soustractions à effectuer, et 
nous avons appelé quantités positives les quantités à ajouter, 
(piantités négatives les quantités à retrancher. Un polynôme 
se résumant finalement en une quantité à ajouter ou à re- 
trancher, il a, dans le premier cas une valeur positive, dans 
le second cas une valeur négative. 

Nous avons généralisé les opérations algébriques de ma- 
nière à les appliquer indistinctement aux polynômes, soit 
positifs, soit négatifs, et nous avons étendu les mêmes 
règles ou définitions aux termes considérés isolément, ce 
qui permet dans les calculs de remplacer les polynômes par 
leurs valeurs. 11 est résulté de là un perfectionnement no- 
table dans le mécanisme du calcul et dans la transformation 
des expressions algébriques, en ce sens que toute restric- 
tion a disparu, et qu'il n'y a pasà s'inquiéter de savoir si 
les valeurs des polynômes sur lesquelles on opère sont po- 
sitives ou négatives. 

La considération des quantités positives ou négatives 
n'est pas moins utile dans la résolution des problèmes. Elle 
permet, comme nous le verrons, de comprendre dans les 
mêmes équations, et par suite dans les mêmes formules, les 
différents cas d'une même question. 

101. Problème I. Un mobile, parlant d'un point donné, 
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parcourt sur une droite successivement plusieurs longueurs 
données. On demande à quelle dislance il se trouve finalement 
du point de départ. 

La question présente plusieurs cas différents, suivant que 
chacune (les longueurs est parcourue dans un sens ou clans 
l'autre. Lorsque toutes les longueurs sont parcourues dans 
le même sens u la suite les unes des autres, elles s'ajoutent 
évidemment; si donc on appelle a, b, c, d ces diverses 
longueurs, que, pour préciser, nous supposerons au nombre 
de quatre, et x la distance à laquelle le mobile se trouve 
finalement du point de départ, ou aura la formule 

X=a+6+c+d. 

Grâce à la considération des quantités positives ou néga- 
tives, cette formule peut être étendue à tous les autres cas. 
En effet, soit 0 le point de départ du mobile sur la droite 
donnée ; prenons vers la gauche un point K situé à. une dis- 
tance arbitraire tn du point 0, mais assez grande pour que le 
mobile reste toujours à sa droite, et proposons-nous d'éva- 



luer à chaque instant la distance du mobile à ce point fixe k. 
Au moment du départ, fe mobile est, en 0, à la distance m 
du point K ; il parcourt ensuite diverses longueurs OA, AJ1, 
1ÎC, CD, dans un sens ou dans l'autre; il est clair que chaque 
longueur parcourue de gauche à droite, l'éloignant du 
point K, devra être ajoutée, et par conséquent regardée 
comme positive, et que chaque longueur parcourue en sens 
contraire, c'est-à-dire de droite ii gauche, le rapprochant 
du point K, devra être retranchée, et par conséquent re- 
gardée comme négative. Si donc on représente par les 
lettres a, b, c, d les longueurs données, affectées chacune 
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du signe + ou du signe — , suivant qu'elle est parcourue 
de gauche à droite ou ci) sens contraire, la distance finale 
du mobile au point K sera exprimée par la formule 

m + a + b + c + d. 

Supposons maintenant que le mobile aille directement 
du point 0 au point D, et désignons par x la longueur OD, 
affectée du signe + ou du signe — suivant qu'elle est par- 
courue de gauebe à droite ou de droite à gauche, la dis- 
tance finale du mobile au point K sera exprimée aussi par 
m -f- x. On aura donc 

m-\-x = m-\-a-\-b-^-c-\-d. 

Si l'on retranche la quantité m de part et d'autre, il vient 

M »->«+*+«+* 

Lorsque le polynôme aura une valeur positive, la distance x, 
devant être ajoutée à wt, sera comptée à partir du point 0 
vers la droite; lorsque le polynôme aura une valeur néga- 
tive, la distancer, devant être retranchée de m, sera comptée 
à partir du point 0 vers la gauche. 

Supposons, par exemple, que le mobile parcoure une 
première longueur OA de 5 mètres de gauche à droite, une 
seconde AE de 5 mètres en sens contraire, une troisième ISC 
de 4 mètres de gauebe à droite, et enfin une quatrième CD 
de S mètres en sens inverse; affectant chacune d'elles du 
signe convenable, on fera 

,i = -l-5, b — ^'S, c=+4, d = — 8. 

La formule générale (i) indique qu'il faut faire la somme 
algébrique des quantités reprise niées parles lettres a, b, c,d; 
or on sait que l'addition algébrique consiste à écrire les 
quantités avec leurs signes ; on aura donc, en remplaçant 
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)es lettres par leurs valeurs, 

x = 5 — 3 + 4 — 8 = — a. 
Cette valeur — 9 signifie qu'il faut de la distance m retran- 
cher 2 mètres ; ainsi le point d'arrivée D sera à 2 mètres du 
point de départ 0 vers la gauche, 

102. I'hoiu.ëme II. On connaît l'âge d'un père et celui de 
son fils, et l'on demande à quelle Époque l'Age du père sera 
ou a été triple de l'âge du (ils. 

Appelons a l'âge actuel du père, 6 l'âge du fils, le rap- 
port actuel de l'âge du père à l'âge du fils est On sait 

que, lorsqu'on augmente d'une même quantité les deux 
termes d'une fraction plus grande qu« l'unité, la fraction 
diminue ; donc, si le rapport des âges est actuellement plus 
grand que 3, il arrivera un moment où il sera égal à 3 ; 
mais s'il est actuellement plus petit que 3, il a été autre- 
fois égal à 5. Ainsi la question présente deux cas bien dis- 
tincts, suivant que l'époque- cherchée est dans l'avenir ou 
dans le passé. Dans le premier cas, il faudra ajouter aux 
âges actuels un certain nombre d'années; dans 'le second 
cas, en retrancher un certain nombre d'années. Si donc on 
désigne par la lettre x ce nombre d'années, affecté du 
signe + ou du signe — , suivant qu'il doit être ajouté ou 
retranché, l'équation 

a + x_ 
6 + *- 3 

conviendra à tous les cas de la question. On en déduit la 
formule 




A l'inspection de cette formule, on reconnaît en effet que, 
si a est plus grand que 5b, c'est-à-dire si l'âge du père est 
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actuellement plus grand que trois fois l'âge du fils, l'in- 
connue m a une valeur positive, et que, dans le cas con- 
traire, elle a une valeur négative. 

Pour montrer une application de cette formule, supposons 
que le père ait 4o ans, le fils 10 (n° 12). En remplaçant a 
el 6 par leurs valeurs, on trouve 
x = + 5. 

Cette valeur positive indique qu'il faut ajouter 5 ans aux 
âges actuels; ainsi l'âge du pore sera dans 5 ans triple de 
l'âge du fils. Et, en effet, à cette époque le père aura A5 ans 
et le fils i5. et 4-î est bien le triple de i5. 

Supposons maintenant que le père ait actuellement 4 b ans, 
le fds 1 7. La formule donne 

Cette valeur négative indique qu'il faut retrancher a ans 
des âges actuels; ainsi l'âge du père était, il y an ans, 
triple de l'âge du fils. 

103. Remarque 1. Nous voyons par ce qui précède que 
certaines espèces de grandeurs sont susceptibles d'être 
comptées dans deux sens, inverses l'un de l'autre. Ainsi, 
partant d'un point quelconque, on peut marcher sur une 
ligne dans un sens ou dans le sens opposé. On regardera 
comme positives les longueurs parcourues dans un sens 
convenu (par exemple de gauche à droite si la ligne est ho- 
rizontale), celles portées en sens inverse comme négatives. 

On comprend bien la signification de ce double signe 
affectant les longueurs, si l'on imagine un point K très- éloi- 
gné vers la gauche (voyez n° 101), d'où l'on suppose pour 
un instant que l'on compte les distances: la dislance du 
mobile à cette origine fictive augmentera si la longueur est 
parcourue de gauche à droite, et diminuera si elle est 
parcourue en sens contraire. 
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Le temps présente aussi deux sens opposas. Compté à 
partir d'un instant quelconque, si l'on en descend le cours, 
c'est-à-dire si l'on marche vers l'avenir, il sera naturelle- 
ment afi'eclé du signe + ; au contraire, si l'on remonte vers 
le passé, ii sera affecté dn signe— . En effet, que l'on ima- 
gine une origine fictive très-reculée, le temps, compté à 
partir de cette origine fictive, sera augmenté dans le pre- 
mier cas, diminué dans le second cas. Par exemple, dans 
les calculs qui se rapportent à notre siècle, les astronomes 
ont coutume de compter le temps à partir du i" jan- 
vier 1S00 ; si l'on marclic.de 10 ans en avant ou en arrière, 
ou aura un temps représenté par -f 10 ou par — 10; et 
en effet, en rapportant à l'origine ordinaire qui est beau- 
coup plus reculée , savoir le commencement de l'ère chré- 
tienne, on aurait 

1800+10 ou 1800 — 10. 

11 en est de même des degrés de température marqués 
par le thermomètre. Les Français prennent pour origine la 
température de la glace fondante; c'est la qu'est marqué 
le zéro. Au-dessus, les degrés sont positifs , au-dessous né- 
gatifs. Et, en effet, que l'on imagine une température plus 
■ basse que toutes celles que l'on aura à considérer, et que 
l'on compte les degrés à partir de ce point ; a. la glace fon- 
dante correspondra un certain nombre de degrés m; la 
température + 5, ou 5 degrés au-dessus de o, signifie 
m + 5 ; la température — 5, ou 5 degrés au-dessous de 0, 
signifie m— 5. 

10â. PboelèueIII. Un mobile, se mouvant uniformément 
sur une droite avec une vitesse donnée, passe aupointO à un 
certain instant. Déterminer sa position à un instant quel- 
conque. 

En mécanique, on évalue ordinairement les longueurs en 
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mitres, les temps en secondes, et l'on appelle vitesse l'es- 
pace parcouru par le mobile en une seconde. 

Supposons d'abord que le mobile marche de gauche à 
droite avec une vitesse a, et que l'on demande sa position 
( secondes après qu'il a passe au point 0. Le mobile par- 
courant a mètres par seconde, parcourt aa mètres en a se- 
condes, 5a mètres en 3 secondes, en généra! et mètres en 
( secondes ; si donc on appelle x la distance parcourue dans 
le temps (, on aura l'équation 

x = at, 

et cette distance, portée à partir du point 0 vers la droite, 
nous donnera la position M du mobile au moment que l'on 
considère. 



Cette formule est générale et convient à tous les cas de 
la question, si l'on affecte chaque quantité du signe conve- 
nable. On demande la position M du. mobile, un temps quel- 
conque après ou avant le niomentoir le mobile passe au point 
0; désignons par t ce temps, considéré* comme positif dans 
le premier e;i^, comme négatif dans le second cas, et par x 
la distance OM, affectée, du signe + ou du signe — , suivant 
que le point M est à droite ou ;\ gauche du point 0. La vi- 
tesse a sera elle-même positive ou négative, suivant qne le 
mobile marche de gaucheà droite ou en sens contraire; car, 
si l'on imagine les distances comptées à partir d'un point K 
trôs-éloigné vers la gauche, l'espace parcouru en une se- 
conde, ou la vitesse, devra être ajouté dans le premier cas, 
retranché dans le second cas. Concevons maintenant que 
l'on compte le temps à partir d'une époque suffisamment 
reculée, et soit G la position du mobile à cet instant (si la 
vitesse est positive, le point G est très-loin vers la gauche; 
si elle est négative, il est au contraire très-loin vers la droite). 
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_Nous pouvons toujours supposer le point K, origine fictive 
des distances, situe à gauche du point G, et nous appellerons 
«t la distance KG. r Désignons par a. le temps qui s'écoule de- 
puis l'origine fictive des temps, c'est-à-dire depuis le moment 
où le mobile est en G , jusqu'au moment où il passe au 
point 0 ; l'espace GO, parcouru pendant ce temps et affecte 
du signe convenable, est aa. Le temps qui s'écoule depuis 
cette mèmeorig'me jusqu'au momentoù le mobile vient en M, 
sera représenté par a + /, et l'espace parcouru GAI, affecté 
du signe convenable, par a (a -j- i ) . Supposons que le mo- 
bile parle du point G, et parcoure successivement les che- 
mins ai. et x, ce qui l'amène au point 0, puis au point M, 
il sera finalement à une distance du point K marquée par 
m + a*+x. 

Mais, le mobile arrivant au point M après le temps a, + 1 , 
et par conséquent après avoir parcouru l'espace a (a + î) 
à partir du point G, sa distance au point K est exprimée 
aussi par m -J— « (a -f () : on a donc l'équation générale 

m-{-a*-\-x=-m-\- a(a-\-i), 
ou, plus simplement, 

x — at. 

Voici quelques applications de cette formule : 
r Le mobile se meut de gauche à droite avec une vitesse 
de i o mètres par seconde ; on demande où il sera 6 secondes 
après avoir passé au point 0. On fera a=-\- 10, t = -(- 6, 
ce qui donne x — + Go. Ainsi le mobile sera à 6o mètres 
à droite du point 0, ce qui est évident à priori, puisque le 
mobile marche vers la droite. 

a" Le mobile se meut de gauche à droite avec une vitesse 
de î o mètres par seconde , on demande où il était 6 secondes 
avant d'arriver au point 0. On fera a — +10, I = — 6, d'où 
x=— 60. Ainsi îemobileétaità6omètresàgauche du pointO, 
ce qui est évident, puisque le mobile vient de la gauche. 
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5° Le mobile se meut de droite à gauche avec une vitesse 
de 10 mètres par seconde; on demande où il sera 6 secondes 
après avoir passé au point 0. On fera a — — 10, ( = -f 6, 
ce f[ui donne x = — 6o. Ainsi le mobile sera à. Go mètres 
à gauche du point 0; ce qui est évident, puisque le mobile 
marche vers la gauche. 

4° Le mobile se meut de droite à gauche avec une vitesse 
de i o mètres par seconde ; on demande où il était 6 secondes 
avant d'arriver au point 0. On iera a = — \o,t = — 6; ce 
qui donne x — -f- 6o. Ainsi le mobile était à Co mètres ;t 
droite du point 0, ce qui est évident, puisque le mobile 
vient de la droite. 

105. Problème IV. Deux mobiles, se mouvant uniformé- 
ment sur une même droite, passent au même instant, le pre- 
mier au point A, le second au point B. On connaît la vitesse 
de chacun d'eux. Trouver la position du point de rencontre 
de ces deux mobiles. , 

Cette question présente plusieurs cas différents, suivant 
que les mobiles se meuvent dans un sens ou dans l'autre, 
et que la vitesse du premier est plus grande ou moins 
grande que celle du second. 

Supposons d'abord que les deux mobiles marchent tous 
deux de gauche à droite, et que le premier, celui qui est à 
droite au point A, aille moins vite que le second qui est 
en B. 



La rencontre aura évidemment lieu en un certain point M 
à droite du point A. Appelons a la vitesse du premier mo- 
bile, b celle du second, d la distance liA, ( le temps inconnu 
après lequel aura lieu la rencontre, x et y les distances AM 
et BM des points A et D au point de rencontre M. Le pre- 
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mier mobile, parcourant a mètres par seconde, parcourra 
at mètres en t secondes; on a donc l'équation 

0} X=af; 
de même, le second mobile, parcourant h mètres par se- 
conde, parcourra ht mètres ,en ( secondes, et l'on aura 

(a) y = bt. 

Mais la distance Jîïl ou y devant Être égale à BA plus AM, on 
a la troisième équation 

(3) y = d + x. 

On a ainsi (rois équations ti trois inconnues /, x, y que 

as et de j/.données par les deux autres. On en déduit les for- 
mules suivantes 

^ t d ^ ad y bd 

11 est aisé de voir que ces trois équations, et par suite les 
formules qui en résultent, conviennent à tous les cas de la 
question, si l'on affecte chaque quantité du signe convena- 
ble. D'après ce que nous avons dit précédemment, la vitesse 
de chacun des mobiles sera regardée comme positive ou né- 
gative, suivant que ce mobile marchera de gauche à droite 
ou en sens contraire; les distances x et y, comptées à par- 
tir des points A et II, seront positives ou négatives, selon 
qu'elles seront portées vers la droite ou vers la gauche ; le 
temps ( est lui-même positif ou négatif suivant que la ren- 
contre a lieu après ou avant ie moment où les deux mobiles 
liassent aux points A et D. De cette manière, et en vertu de 
la formule établie dans le numéro précédent, ou voit que 
les équations (î) et (s) conviennent à tous les cas de la 
question. Il en est de même de l'équation (3) , si l'on remar- 
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que qu'eu partant du point B on arrive au même point M, 
soit en parcourant la distance y, suit en parcourant succes- 
sivement les distances d et x. 

10G. Pour achever de familiariser les élevés avec l'inter- 
prétation des quantités positives ou négatives, nous ferons 
encore quelques applications de ces formules. Supposons la 
distance BAégalcà iao mètres, c'est-à-dire d= lao. 

1" Les mobiles marchent tous deux de gauche ;i droite, 
le premier avec une vitesse de 6 mètres par seconde, le 
second avec mie vitesse deio mètres. On fera a — + G, 
6 = -f- io, ce qui donne 

/ — + 30, a- — iSo, y=3oo. 

Ainsi, la rencontre aura lieu après 3o secondes, à droite 
et à 1 8o mètres du point A. C'est le cas que nous avons exa- 
miné d'abord. 

a" Les mobiles marchent tous deux de gauche à droite; 
le premier avec une vitesse de G mètres par seconde, le 
second avec une vitesse de 4 mètres. On fera a = + 6, 
6 = + 4 , ce qui donne 

( — ~ = — Co, x — — 5Co, y = — i!\a. 

Ainsi la rencontre a eu lieu H y a Go secondes, à gauche, 
et à h4o mètres, du point 0. On voit en effet que le premier 
courrier allant plus vite que le second a du le dépasser en 
un certain point situé à gauche du point B. 

5" Le premier mobile marcho de droite à gauche avec 
une vitesse de 5 mètres par seconde, le second de gauche 
à droite avec une. vitesse de 5 mètres. On fera a = — 5, 
6 = 4-5", ce qui donne 

(=i5, x = — 45j y = 7$- 
Ainsi, la rencontre 'aura lieu entre les points A et B ; ce qui 
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est évident à priori, puisque les deux mobiles marchent à k 
rencontre l'un de l'autre. 

107. Remarque. Les exemples précédents montrent com- 
bien i! est utile de représenter par les mêmes lettres des 
quantités, tantôt positives, tantôt négatives, suivant les dif- 
férents cas de la question que l'on traite. Cette extension 
donnée à la signification des lettres ne change rien au mé- 
canisme des opérations algébriques, ni aux transformations 
servant à la résolution des équations. Voici comment on 
peut se convaincre de celte vérité importante. 

Nous avons appelé expressions équivalentes deux expres- 
sions qui donnent le même résultat, quelles que soient les 
valeurs attribuées aux lettres qui les composent, et nous 
avons dit, en terminant le ch. iv du livre I (n° 72), qu'une 
opération algébrique transforme une expression en une autre 
équivalente, liais jusqu'alors nous ne donnions aux lettres 
que des valeurs positives. 11 est aisé de voir que l'égalité 
subsiste quand même on donne aux lettres des valeurs né- 
gatives. Soit, par exemple, l'égalité 

(,) [a+b]* = a* + 2ab + 6\ 

qui est vraie, quelles que soient les valeurs positives attri- 
buées à a et à b. Si nous changeons le signe de 6, d'après la 
remarque du n° 65, cette égalité se transforme en cette autre 

(a) (a— = — Mb + b*, 

vraie aussi, queiles que soient les valeurs positives attribuées 
à a et à b. Or, donner à b dans la première égalité une valeur 
négative — 5, c'est la même chose que donner à b la valeur 
positive + 5 dans la seconde ; la seconde égalité étant satis- 
faite pour la valeur positive, la première l'est aussi pour la va- 
leur négative. Ainsi, les opérations algébriques transforment 
les expressions en d'autres équivalentes, quelles que soient 
les valeurs, positives ou négatives, attribuées aux lettres. 
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Les transformations que nous avons fait subir à une 
équation ou à un système d'équations, et les méthodes de 
résolutions qui en dépendent, doivent être entendues aussi 
dans le sens le plus général ; elles sont vraies, que les 
valeurs des lettres soient positives o;i négatives. Soit, par 
exemple, l'équation 

Zx+ i^ — 6 — x. 

Si l'on ajoute aux deux membres la quantité x et si l'on 
retranche 1 4, cette équation devient 

Zx + x = 6 — 14, 

ou 

4x=— 8. 

Or, que la valeur de x soit positive ou négative, on a ajouté 
aux deux, membres de l'équation proposée la même quan- 
tité et par conséquent on l'a transformée en une équation 
équivalente. Cette dernière n'étant satisfaite que si l'on 
donne à a; la valeur négative — 2, il en est de même de 
l'équation proposée. On dit dans ce cas que l'équation admet 
une solution négative x = — 2. 
Considérons encore le système des deux équations 

5x — 6y = g. 

La méthode de substitution le transformera en cet autre 




qui lui est équivalent, que les valeurs des inconnues soient 
positives ou négatives. Mais ce dernier n'est satisfait que 
par les valeurs négatives x = — 3, y = — 4; il en est de 
même du système proposé. 
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10S. RemaiiqueIH. Dans une quantité affectée du signe-j- 
ou ilu signe — , il y a lieu de distinguer la valeur absolue 
et la valeur relative. La valeur absolue est la quantité, 
abstraction faite du signe; la valeur relative la quantité 
avec son signe. Ainsi, la valeur absolue de la quantité né- 
gative — 5 est le nombre 5, la valeur relative est le nombre 
5 à retrancher. 

On s'est occupé naturelle nient do la comparaison des 
valeurs relatives des quantités, positives ou négatives, de 
même espèce. Une quantité positive, étant une quantité à 
ajouter, donnera un résultat d'autant plus grand que sa 
valeur absolue sera plus grande. Au contraire, une quan- 
tité négative, étant une quantité à retrancher, donnera un 
résultat d'autant plus petit que sa valeur absolue sera plus 
grande. Pour Gxer les idées, supposons que la lettre x re- 
présente le résultat des opérations d'un négociant dans le 
courant de la journée (n° 33); admettons que le négociant 
ait en caisse, au commencement de la journée, une somme 
d'argent suffisamment grande que iu;r:s désignerons par m. 
La fortune du négociant est devenue m -\-x. Il peut arriver 
que la somme des dépenses égale celle des recettes, alors 
la valeur de x est zéro, et la fortune du négociant n'a pas 
changé. Si la valeur de x est positive, la fortune du négo- 
ciant augmente d'autant plus que la valeur absolue de x est 
plus grande. Si la valeur de x est négative, la fortune du 
négociant diminue d'autant plus que la valeur absolue de x 
est plus grande. Pour abréger le discours, on fait abstrac- 
tion de 3d fortune primitive, et l'on considère une quantité 
positive comme plus grande que zéro, et d'autant pins 
grande que sa valeur absolue est plus grande, une quantité 
négative comme plus petite que zéro, et d'autant plus pe- 
tite que sa valeur absolue est plus grande. Ainsi , on dit que 
la quantité — i est plus petite que o, la quantité — a plus 
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petite que — 1, la quantité — 5 .plus petite que — a,... 
cela signifie, je îc répète, que la quantité m — 1 est plus 
petite que m, la quantité m — a plus petite que m — 1, la 
quantitém — 5 plus petite que m — a,... 

Cette comparaison des valeurs relatives n'est pas moins 
évidente dans l'échelle des températures marquées par le 
thermomètre; les nombres* positifs indiquent des tempéra- 
turcs supérieures à la température zéro ; les nombres néga- 
tifs des températures inférieures ; les températures — î, 
— a, — 5,... vont en s' abaissant de plus en plus. 

Il en est de même de toutes les sortes de grandeurs 

droite par sa distance à un point fixe 0, eu affectant du 
signe -f les ilislauces portées vers la droite, du signe — les 
distances portées en sens contraire, et nous avons appelé x 
cette distance affectée du signe convenable. Que l'on ima- 
gine maintenant un point K situé très-loin vers la gauche, ù 
une distance m du point 0, et que l'on compte les distances 
à partir de ce point ; la position du mobile sera déterminée 
par la quantité m + Si le mobile, partant du point 0, se 
meut vers la droite, la valeur de x est positive et va en 
augmentant de même que la distance m + x à l'origine 
fictive K. Si le mobile marche vers la gauche, la valeur de x 
sera négative et ira en augmentant en valeur absolue ; mais 
la distance m -\~ x à l'origine fictive K ira en diminuant. 
Faisant abstraction de la quantité m, ou dira que la valeur 
relative de x augmente dans le premier cas, diminue dans 
le second. 

Des inégalités. 

109. Les théorèmes que nous avons démontrés sur les 
égalités et les transformations qui en résultent (n" 79 à 82) 
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s'appliquent aux inégalités, sauf quelques légères modifica- 
tions. 

1° Une inégalité subsiste si à ces deux membres on ajoute 
une même quantité, ou si de ces deux membres on retranche 
une même quantité. 

Ce que nous venons de dire sur la comparaison des va- 
leurs relatives des quantités positives ou négatives donne à 
ce théorème un sens tout à fait général. Soit l'inégalité 

5>3, ou m + 5>m+3; 
des deux membres retranchons 7, nous aurons 
m- a >m_4, ou -a> — 4. 

Il en résulte que l'on peut faire passer un ternie d'un 
membre dans l'autre en changeant son signe. 

Mais il n'est pas permis de changer les signes de tous les 
tenues d'une inégalité, ou du moins, si on le fait, il faut 
changer en même temps le sens de l'inégalité. Soit l'inégalité 
5>3; 

si l'on change les signes, on écrira 
— 5< — 5. 

2° On voit aussi que l'inégalité subsiste si l'on multipiie 
ou si l'on divise les deux membres par un même nombre po- 
sitif. 

Si l'on multipliait ou si l'on divisait par un nombre néga- 
tif, il faudrait avoir soin de changer le sens de l'inégalité. 
Car ceci reviendrait à multiplier par un nombre positif et k 

Ces diverses transformations permettent de résoudre une 
inégalité comme nous avons résolu une équation. Suppo- 
sons, par exemple, que la quantité x soit assujettie à satis- 
faire à la condition 

7X _ 3 1 5* 
S 4 S -1- !»' 
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Si l'an multiplie les deux membres par le nombre positif 24, 
pour faire disparaître les dénominateurs, cette inégalité 
devient 

atz — 18 > 4+ îox. 
Si maintenant on fait passer les termes inconnus dans lu 
premier membre, les termes connus dans le second, on a 

nx> 33, 

et, en divisant par le nombre positif 1 1, 
x>a. 

Tous les nombres plus grands que 2 vérifient l'inégalité 
proposée. 
Soit encore l'inégalité 

En faisant passer les termes connus dans le premier mem- 
bre, les termes inconnus dans le second, on a 

120 >5x, 

ou 

et, en divisant par le nombre positif 5 , 

x< 14. 

Toutes les quantités plus petites que 24 vérifient l'inégalité 
proposée. 
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CHAPITRE III. 

DES CAS D IMPOSSIBILITÉ ET W ^DÉTERMINATION. 



Des cas d'impossibilité. 

110. Une équation du premier degré à une inconnue, 
par des transformations convenables, peut toujours être 
mise sous la forme 

ax = b, 

les lettres a et b désignant des quantités connues ; d'où l'on 
déduit 

*i 

Ainsi une équation du premier degré à une inconnue admet 
en généra] une solution, positive on négative, et n'en admet 
qu'une. 

Il en est de même d'un système de n équations du pre- 
mier degré à n inconnues ; car nous avons vu (n° qu'un 
pareil système peut être transformé en un système équi- 
valent de n équations renfermant, la première les n in- 
connues, la deuxième n — 1 , la troisième n — 3 , enfin 

la dernière une seule inconnue; cette dernière équation 
donnera en général pour la dernière inconnue une valeur 
unique et déterminée, et, en remontant ensuite de proche 
en proche, on trouvera aussi pour chacune des autres in- 
connues une valeur unique et déterminée. 
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111. Il peut arriver que, dans l'équation 
ax = b, 

à laquelle on est conduit en résolvant un système d'équa- 
tions, le coefficient a de l'inconnue soit nul ; alors la ques- 
tion revient à trouver un nombre qui, multiplié par zéro, 
donne un produit égal à b, ce qui est impossible; car le 
produit d'une quantité quelconque par zéro est toujours égal 
à zéro. Ainsi, dans ce cas, il y a impassibilité de satisfaire 
à l'équation ou au système d'équations proposé. 

Exemples. 

i" Trouver un nombre qui, augmenté de son sixième et de 
io, et diminué de sa moitié, égale deux l'ois son tiers aug- 
menté do 8. Kn désignant par x ce nombre, on a l'équation 

qui, simplifiée, devient 




L iuji'jN-MhUjl* k>I *v niable. LU'.- ■*■ w.iiiilV-Ui iU-jii dius 

l'équation précédente; car, si l'on retranche ~ de part et 

d'autre, il vient 10 = 16, ce qui est absurde. Ainsi, il 
n'existe aucun nombre satisfaisant k la question. 

i° Trouver deux nombres tels que le tiers du premier 
égale la moitié du second moins i, et que le second égale 
les deux tiers du premier plus G. Si l'on appelle # et y ces 
deux nombres, on a les deux équations 




»=?+«■ 
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En substituant dans la première la valeur de y donnée 
par 3a seconde, on obtient le système équivalent 

»=T + 

Il n'existe pas de nombres satisfaisant aux conditions 
énoncées. 

a" Résoudre les deux équations 

62-4^=17. 

lîn substituant dans la seconde la valeur de y tirée de la 
première, on trouve 

Ainsi il n'existe pas de nombres satisfaisant à la l'ois aux 
deux équations proposées. 

L'impossibilité se manifeste sur les équations elles- , 
mêmes; en effet, si l'on multiplie tous les termes de la 
première par 2, on a 

ftr — 4y — 20, 
Gx — 4y=ij. 

On voit que les deux équations sont incompatibles; car les 
premiers membres sont les mômes et les seconds membres 
diffèrent. 

Du symbole t infini. 
112, Revenons a l'équation 

ax=b, 

et supposons que la valeur absolue du coefficient a soit 
très-petite ; l'inconnue x, donnée par la formule 



sera très-grande en valeur absolue, et, si l'on conçoit que 
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ia valeur absolue du coefficient a diminue jusqu'à zéro, la 
valeur absolue de x augmentera de manière à devenir plus 
grande que toute quantité donnée. Par exemple, si l'on 
donne au coefficient a successivement les valeurs 



le quotient x prendra les valeurs de plus en plus grandes 
ioi, îooi, îoooi, iooooè, 

Lorsqu'une quantité augmente ainsi de manière à deve- 
nir plus grande que toute quantité donnée, on dit qu'elle 
devient infinie et on la représente par le signe co t qui a la 
forme d'un huit renversé. 

Quand l'une des inconnues d'un problème se présente 
sous cette forme, il y a évidemment impossibilité; car ce 
symbole provient de ce que, dans une équation telle que 
ax = 6, le coefficient a de l'inconnue est nul. 

Reprenons le problème da n° 105, dans le cas où les deux 
mobiles marchent de gauche à droite, le second allant pluw 
vite que le premier. Si la. différence des vitesses b — a est 
très-petite, les formules donneront pour les inconnues des 
valeurs positives très-grandes, ce qui indique que la ren- 
contre aura lieu après un temps très-long, et en un point 
très-éloigné vers la droite. Et, en effet, le second mobile, 
marchant avec une vitesse très-peu supérieure à celle du 
premier, ne l'atteindra qu'après un temps très-long. Plus 
la différence des vitesses sera petite, plus le point de ren- 
contre sera éloigné. Enfin, quand les vitesses deviennent 
égales, le point de rencontre s'éloigne à l'infini ; il y a im- 
possibilité de satisfaire aux équations du problème, et, en 
effet, les deux mobiles, marchant également vite, restent 
toujours à la même distance l'un de l'autre et ne se ren- 
contrent jamais. 
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Supposons que le second'courrier marche un peu moins 
vite que le premier, les formules donnent pour le3 incon- 
nues des valeurs négatives très-grandes en valeur absolue; 
ce qui indique que la rencontre a eu lieu il y a très-long- 
temps, en un point situé très-loin vers la gauche. Plus la 
différence a — b des vitesses est petite, plus ce point de ren- 
contre est éloigné. Enfin, quand celte différence devient 
nulle, le point s'éloigne à l'infini vers la gauche, et il y a im- 
possibilité. 

113. Remarque L Dans les questions de géométrie, le 
symbole l'infini indique ordinairement le parallélisme de 
deux droites. Proposons-nous, par exemple, la question sui- 
vante : 



Étant donnfs deux cercles, on mène deux rayons parallèles 
AC, ISD; on joint leurs extrémités; déterminer le point M où 
ta droite CD renconlre la ligne des centres. 

Appelons a et b les rayons des deux cercles, d la distance 
des centres AB, x la distanco inconnue AM. Les triangles 
semblables MAC, MBD donnent la proportion 
m _ x — d 
a b '' 

d'où l'on déduit 

_ ad 

X ~ a — b' 

Quand la différence a — & des rayons est très-petite, la 
valeur de x est très-grande, et le point M très-éloigné. Si 
cette différence diminue jusqu'il zéro, le point M s'éloigne 
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à l'infini, et la droite CD devient parallèle à la droite AB. On 
voit en effet que, lorsque les cercles sont égaux, la figure 
ABDC devient un parallélogramme. 

llù. Remarque H. Les solutions négatives des équations 
ne sont pas toujours admissibles dans la résolution des pro- 
blèmes. Souvent la question est de telle nature que les in- 
connues doivent né cessai renient être positives; dans ce cas, 
si l'on trouve pour les inconnues des valeurs négatives, il y 
a impossibilité. Cette cireunslance se présente dans la ques- 
tion suivante: 

Aveu deux vins qui contint a et b centimes le litre, former 
<1 litres d'un mélange coûtant c centimes le litre. 
' 11 est évident à priori que le prix c de chaque litre du 
mélange doit être intermédiaire entre les prix a et b de 
chaque litre des deux vins. Appelons x et y les quantités 
des deux vins qu'il faut mélanger, nous aurons les équa- 
tions {n° 16), 

x+ ;/= d, 
M + by = cd; 

d'où l'on déduit 

La nature de la question exige évidemment que les deux 
inconnues aient des valeurs posuives. Nous pouvons tou- 
jours supposer a plus grand que 6, c'est-à-dire appeler 
premier vin ie plus cher. Dans les deux formules, le déno- 
minateur étant positif, il est nécessaire que chacun des nu- 
mérateurs soit positif, ce qui aura lieu si les deux conditions 

c>b, c<a 
sont remplies. Ainsi, pour que la question admette une so- 
lution, il faut que le prix du litre du mélange soit intermé- 
diaire entre les prix des deux vins. 



Digitizcd b/ Google 



132 



LIVRE II. — Cil A P. 111. 



Des cas-d'indéterminatitm. 



115. Nous avons dit que l'équation du premier degré a 
une inconnue peut toujours se mettre sous la forme 



et nous avons vu que, lorsque le coefficient a de l'inconnue 
est nul, sans que le second membre le soit, il y a impossi- 
bilité. Supposons maintenant que 6 soit nul en même temps 
que a, l'équation devient 



i! s'agit de trouver un nombre qui, multiplié par zéro, 
donne un produit égal à zéro; tous les nombres satisfont 
évidemment a l'équation, qui se réduit à une identité 
o = o, et la valeur de l'inconnue est indéterminée. Dans 
ce cas, la formule donne pour l'inconnue un symbole de la 

forme -. 



i° Trouver un nombre qui, augmenté de son sixième et 
de îo, et diminué de sa moitié, égale deux fois son tiers 
augmenté de 5. Si l'on appelle x ce nombre, on a l'équation 



ax=b, 



oxs = o; 



o 



Exemples : 




qui, simplifiée, se réduit à 




ou 



oxi=o. 



Tous les nombres satisfont à la question. 11 y a indétermi- 
nation. 



cas d'indétermination. 133 
■2' Trouver deux nombres tels que le tïer3 du premier 
égale la moitié du second, moins i , et que le second égale 
les deux tiers du premier, plus 2. Si l'on appelle a; et y ces 
deux nombres, on a les deux équations 




En substituant dans la première la valeur de y donnée par 
la seconde, on obtient le système équivalent 




L'une des équations se réduisant à une identité, on n'a 
qu'une équation à deux inconnues; on peut donner à l'une 
des inconnues, à x par exemple, une valeur arbitraire, il en 
résulte pour y une valeur correspondante; ainsi l'équation 
admet une infinité de solutions, et il y a encore indétermi- 
nation. 

3" Résoudre les deux équations 

4ar— ay=io, 

Si l'on multiplie la première équation par a, on voit qu'elle 
devient exactement la même que la seconde; ainsi les deux 
équations n'en font qu'une, et il y a indétermination. 
4° Dans le problème des deux mobiles (n° 105) , si l'on a 

à la fois a = b, d — o, les trois formules deviennent —, et 

0 

il y a indétermination; et en effet, les deux mobiles, étant 
ensemble et marchant avec la même vitesse, ne se quitte- 
ront jamais. 
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5 D Dans le problème du mélange (n° 1U), si les trois 
quantités a, b, c sont égales, les deux inconnues se pré- 
sentent sous la forme ^, et les deux équations du problème 

n'en font qu'une: il y a indétermination. Et, en effet, les 
prix des doux vins étant les mêmes, on obtiendra toujours 
un mélange de ce même prix, quelle que soit la proportion 
suivant laquelle on mélange les deux vins. 

116. Remarque. Le symbole - n'indique pas toujours 

l'indétermination. Il peut arriver qu'une fraction se pré- 
sente sons cette forme, parce qu'il y a un numérateur et au 
dénominateur un même facteur algébrique qui devient nul 
pour certaines valeurs attribuées aux lettres ; on supprimera 
ce facteur commun, afin d'obtenir la valeur de la fraction. 



Exlmrles. r la fraction — - ■ g se présente sous la 
forme ^, quand on fait x — i. Maïs cette fraction peut 

s'écrire '-, et si l'on supprime le facteur commuu 

x — i, on voit qu'elle est constamment égale à ^. 

a" La fraction H ^ devient aussi ^, quand on y fait 

, . .... zx(x — i) ax 
x — i. Cette fraction peut s écrire — ^y, ou si 

l'on supprime le facteur commun x — i ; la valeur de cette 
fraction varie quand on donne à x différentes valeurs ; pour 

x = i , elle est égale à ^ . 

ô° La fraction ^- — ^- prend aussi la forme -pour x=i. 
5(x — î) r o 1 
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Mais si l'on supprime le facteur commun x — i , elle se ré- 
duit à — — > et devient nulle pour x = i. 

4" La, fraction — prend aussi la forme - pour x= i . 
ô[x — i) o 

Si l'on supprime le facteur commun x — i, elle se réduit à 
z j- 2 _ . , et devient infinie pour x = i . 
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CHAPITRE IV. 

FORMULES GÉNÉRALES POUR LA RÉSOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS 
DU PREMIER DEGRÉ A DEUX INCONNUES. 



117. Deux équations du premier degré à deux inconnues 
peuvent toujours être mises sous la forme 
(0 a x + by=c, 

{a) a'x + b'y = c; 

les lettres a, b, c, a', V, c', désignant des quantités connues, 
positives ou négatives. 
Si de la première Équation on tire la valeur de y, 

et qu'on la substitue dans la seconde, on obtient l'équation 

qui se réduit à 

(4) [ab' — bef)x = cV—be', 

et d'où l'on déduit 

d' — W 

En portant cette valeur dans l'équation (5) , et simplifiant, 
on trouve 

oc' — ca' 

<» >=W=B- 

Telles sont les formules générales au moyen desquelles 
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on peut résoudre immédiatement un système quelconque 
de deux équations du premier degré à deux inconnues. 
Soient, par exemple, les deux équations 
5a: — Zx= g, 

on fera a = 5, 6 = — 3, a'= 7, 6'=n, c = 9, c'=45, 
et les formules donneront 

ar=3, y=a. 

H8. Remarque I. II est facile de se rappeler la compo- 
sition des formules 

_ cb'—bc _ oc'— ca' 

*— ûi'—fta" y ~ ab'—ba!' 

que nous venons de trouver. 

Le dénominateur est le même. Les deux lettres a et 6. 
coefficients des inconnues, peuvent être disposées suivant 
les deux ordres ab ou ba ; séparons ces deux expressions 
par le signe — , et accentuons la seconde lettre dans cha- 
cune d'elles, nous formerons le dénominateur 
ab'— ba'. 

Si, dans ce dénominateur, nous remplaçons les deux 
coefficients a et a' del'inconnue x par les seconds membres 
c et c' des deux équations, nous formerons le premier nu- 
mérateur cb' — oc'. Si, dans le dénominateur, nous rem- 
plaçons de même les coefficients b et b' de l'inconnue y 
par les seconds membres c et c', nous formerons le second 
numérateur ac' — ca'. 

En général, ou obtient le numérateur d'une inconnue en 
remplaçant dans le dénominateur les coefficients de cette 
inconnue par les seconds membres correspondants. 

119. Remarque 11. Les deux formules ont entre elles 
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une analogie qu'il est bon de remarquer et qui permet de 
déduire l'une de l'autre. A l'inspection des deux équations 
proposées, nous voyons que la lettre a se rapporte à x, de 
même que b à y. Si, dans ces équations, ou permute les 
lettres x et y, a et b (c'est-à-dire si l'on remplace x par y et 
y par x, a par b et b par a), les deux équations deviennent 

by-\-nx = c, 

b'y -f- dx = c', 

et no changent pas. Concevons que l'on répète sur ces der- 
nières les calculs faits précédemment, il suffira évidem- 
ment d'effectuer les mûmes permutations dans les résultats. 
Ainsi, au lieu d'arriver à la valeur de a;, on arrivera à celle 
de y; donc, si dans la formule (a), on effectue la permu- 
tation , on aura 

y = ba'—ab" 

ou, en changeant les signes du numérateur et du dénomi- 
nateur, 

_ ac'— ca' 
f— ab'—ba 1 ' 

Cette valeur de y satisfait au nouveau système d'équations, 
et par conséquent au système proposé qui est le même. 
120. Appliquons encore ces considérations de symétrie 
. aux deux équations 

s+ 'J= d > 
ax-\-by = cd, 

auxquelles on est conduit en résolvant le problème du n° 1 14. 
Si, de la seconde, on retranche la première, multipliée par 6, 
on trouve 

(0— b)x=d{c— b), 

d'où 
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On voit que les équations ne changent pas, quand on y per- 
mute les lettres x et y, a et b ; en effectuant la permutation 
dans la valeur de x, on aura donc immédiatement 
d[c~a) _ d[a-c) 
a t,~a a— 6 ' 
Soient encore les deus équations 
ax+by = c, 
bx-\-o'y=c. 

En appliquant les deux formules générales, on trouve . 

■ „_ £l£njJ «(— *> 

x ~ ad-b" y ~ ad — b* ' 
Il y a encore ici une certaine symétrie. Car, si l'on per- 
mute x et y, a et a', les équations deviennent 
n'y + bx = c, 
by + OX = c; 

la première est devenue la seconde, la seconde la première, 
mais le système n'a pas changé. Si donc on effectue dans la 
valeur de x la même permutation, on trouvera y. 

Discussion. 

121. On appelle discussion, en algèbre, l'examen des dif- 
férents cas que peut présenter une question, lin résolvant 
les deux équations générales du premier degré 

(i) ■ ax + by = c, 

(a) a'x + % = 

nous avons obtenu les deux formules 

, , cb' — bc' 

m »-»=»■ 

Nous examinerons maintenant les principales circon- 
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stances qui se rencontrent dans les valeurs des inconnues. 

1" cas. En général, le dénominateur commun ab' — bd 
n'est pas nul ; dans ce cas, les deux formules donnent pour 
x et y des valeurs finies et déterminées; il est aisé de voir 
que ces deux valeurs vérifient les équations proposées, et 
que les équations n'admettent aucune autre solution. 

En effet, puisque la quantité ab' — bd est différente de 
zéro, il est impossible que les quatre coefficients a, b, a', b' 
des inconnues soient nuls en même temps; deux au moins 
sont différents de zéro. Supposons, par exemple, que le 
coefficient b soit différent de zéro; on peut, comme nous 
l'avons fait, tirer de la première équation la valeur de y, 




car il est permis de diviser par le coefficient b, qui n'est 
ni nul ni infini. En portant cette valeur dans la seconde et 
multipliant par b, ce qui est également permis, nous avons 
obtenu l'équation 

(4) [ab'— ba')x=clf— bd. 

On remplace ainsi le système des deux équations proposées 
par le système équivalent des deux équations (3) et (4) . 

La valeur de x fournie par la formule (a) satisfait évi- 
demment à l'équation (4). L'équation (3) est aussi vérifiée; 
car si l'on remplace x par sa valeur, le second membre 
acquiert une valeur égale à !a valeur de y fournie par la 
formule (p). 11 est impossible, d'ailleurs, de vérifier ces 
équations par d'autres valeurs dt a, et de y. On conclut e 
là que le système des équations proposées, qui est équiva- 
lent au système des équations (5) et (4), est vérifié par les 
valeurs (a) et (jî), et n'admet aucune autre solution. 

Ainsi, lorsque le dénominateur n'est pas nul, le système 
des deux équations proposées admet une solution et une 
seule. 
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s e cas. Voyons ce qui arrive lorsque le dénominateur est 
nul, et que l'un des numérateurs au moins n'est pas 
nul. Supposons, par exemple, que le premier Dumérateur 
cb' — 6c' soit différent de zéro ; la valeur de x se présentera 
sous la forme <=» ; dans ce cas il y a impossibilité. En effet, 
si cb' — 6c' n'est pas nul, l'un des deux coefficients b et b' au 
moins est différent de zéro. Admettons, par exemple, que 
le coefficient 6 soit différent de zéro ; on pourra résoudre, 
comme nous l'avons dit, la première équation par rapport a 
y, et remplacer le système des deux équations proposées 
par le système équivalent des deux équations (5) et (4) . Mais 
l'équation (4) est évidemment impossible; donc le système 
proposé est lui-même impossible. Dans ce cas, on dit que 
les deux équations proposées sont incompatibles, parce que 
l'on ne peut pas trouver de valeurs de x et de y qui véri- 
fient à la fois les deux équations. 

Ainsi, quand le dénominateur est nul et que l'un des nu- 
mérateurs ne l'est pas, il y a impossibilité. 

Nous avons supposé ab' — ba' égal à zéro, et cb' — 6c' dif- 
férent de zéro; dans ce cas, la valeur de x se présente sous 
la forme cr>; l'autre inconnue y se présente généralement 
sous la même forme. En effet, si de l'égalité 



on tire a' = ~, b étant supposé différent de zéro, et que 
l'on substitue dans ac' — ca\ on a 

le facteur c6' — 6c' étant différent de zéro, le premier mem- 
bre ac' — ca' est aussi différent de zéro, à moins que le coef- 
ficient a ne soit nul. Si le coefficient o était nul, l'inconnue 
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ij se présenterait, non pas sous la forme t», mais sous Ja 

forme -. 

o ■ 

5* cas. Supposons maintenant que les deux numérateurs 
cb' — 6c', ac" — ca soient nuls en même temps que le dé- 
nominateur. Il pourrait arriver que les quatre coefficients 
a, b, a', b' fussent nuls à la fois; dans ce cas, si les deux 
seconds membres e et c' n'étaient pas nuls, il y aurait im- 
possibilité ; si les deux seconds membres étaient aussi nuls, 
les deux équations se réduiraient à des identités, et il y 
aurait indétermination complète, puisque les deux incon- 
nues, n'étant assujetties à aucune relation, pourraient rece- 
voir des valeurs entièrement arbitraires. 

Ce cas très-exceptionnel étant écarté, supposons que l'un 
au moins des coellicients, b par exemple, ne soit pas nul. 
On peut tirer ia valeur de y de la première équation, comme 
nous l'avons fait, et substituer dans la seconde, ce qui ra- 
mène le système des deux équations proposées au système 
équivalent des deux équations (5) et (4). L'équation (4) de- 
vient une identité o = o, et les des équations se réduisent 
à une seule équation (3). H y a indétermination; on peut 
donner à a; des valeurs arbitraires; il en résulte pour y des 
valeurs correspondantes. 

Ainsi, quand les deux numérateurs sont nuls en même 
temps que le dénominateur, et que l'un des quatre coefficients 
au moins est diffèrent de zéro, il y a indétermination , et les 
deux équations n'en font qu'une. 

Remarquons que, dans le cas très-exceptionnel où les qua- 
tre coefficients des inconnues sont nuls, sans que les seconds 
membres le soient, les valeurs données par les formules se 

présentent toutes les deux sous la forme -, et cependant il 

n'y a pas iodé Lermi nation, il y a au contraire impossibilité. 
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Exemples. 

Question I. On connaît les poids spécifiques de deux mé- 
taux et l'on demande dans quelle proportion il faut les mé- 
langer pour obtenir un alliage ayant un poids spécifique 
donné. 

On sait que le poids spécifique d'un corps est le rapport 
du poids d'un volume quelconque de ce corps au poids d'un 
égal volume d'eau. En d'autres termes, si l'on prend pour 
unité de volume le décimètre cube, et pour unité de poids 
le kilogramme, comme on lait ordinairement dans les arts, 
on pont dire que le poids spécifique d'un corps est le poids 
en kilogrammes d'un décimètre cube de ce corps. D'un au- 
tre eâté, on exprime la composhic-u d'un alliage, en disant 
quel poids de chaque métal entre dans un kilogramme d'al- 
liage. 

Représentons par a et h les poids spécifiques des deux 
métaux, par c celui de l'alliage; et désignons par x et y les 
poids de ces deux métaux qui entrent dans un kilogramme 
d'alliage. On aura d'abord l'équation 

x+'j— i. 

Cherchons maintenant le poids spécifique de l'alliage, 
comme si la composition en était connue, et exprimons qu'il 
est bien égal à c, nous aurons la seconde équation du pro- 
blème. Le poids d'un corps est égal à son volume multiplié 
par le poids spécifique, et réciproquement le volume d'un 
corps est égal à son poids divisé par le poids spécifique. 
Dans un kilogramme d'alliage il entre des poids x et y des 
deux métaux, les volumes occupés par ces deux poids sont 

exprimés par - et |; et le volume d'un kilogramme d'al- 
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liage est égal à leur somme ~ -\- 1, en supposant toutefois 

que dans l'alliage des deux métaux il n'y ait ni contraction 
ni dilatation. Le poids spécifique de l'alliage, étant égal à 
son poids divisé par son volume, sera . 



Mais ce poids spécifique doit être égal à c; on a donc l'é- 
quation 

Si l'on multiplie par le dénominateur ^ + |> cette équation 
devient 



- + f = h 

a b ' 
bcx + acy = ab. 
Ainsi les deux équations du problème sont 
Z + y=l, 
bcx -\- acy = ab. 

On en déduit 

«(c — &) „_ b[a—c) 

X -c[a-6)' y ~^F^Î" 
La nature de la question exige que les deux inconnues 
aient des valeurs positives. Soit a > b; il faudra, pour que 
le problème soit possible, que l'on ait c> 6 et c < a, c'est- 
à-dire que le poids spécifique de l'alliage soit intermédiaire 
entre les poids spécifiques des deux métaux, ce qui est évi- 
dent à priori. 



EXERCICES. ' lSô 

Le problème de la couronne de Jliéron (n° 18) est une 
application des formules précédentes. Le poids spécifique 
de l'or est 19,26, celui de l'argent 10,47. La couronne 
perd dans l'eau 467 grammes, c'est le poids d'un égal 
volume d'eau ; donc le poids spécifique de la couronne égale 

2^= 16,98.' On fera 
467 

a= 19,365 6=10,47, c= 15,98. 
Question II. Résoudre le système des trois équations 

(,) x+y+z=i; 

(2) ax + by + cz = k, 

(3) a*x-i-b*y+e*z=k*. 

Si de la seconde on retranche la première multipliée par 
e, on a 

(4) (a-c)x + {b-e)y=k-e. 

Si de la troisième on retranche la seconde multipliée par 
c, on a de même 

(5) a(a - e)x + b{b—c)y = k[k — c). 

Retranchons de l'équation (5) l'équation (4) multipliée 
par b, il vient 

[a — b) (a — c)x = (k — 6) (A— c) ; 
__ ( k -b)(k-c) 
X -{ a -b)(a-cY 

Une fois qu'on a trouvé la valeur de l'une des inconnues, 
il est facile d'en déduire les autres par des considérations 
de symétrie. On remarque, en effet, que les équations pro- 
posées ne changent pas, lorsqu'on permute les deux lettres 
10 
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as et y, a et 6. Si donc on effectue cette permutation dans la 
formule précédente, on obtiendra la valeur de y, 



■' (*-«}[*-«]' 

De même, les équations ne changent pas lorsqu'on per- 
mute les deux lettres y et 3, b et c. Si donc, dans la valeur 
de y, on effectue cette permutation, on aura la valeur de ; 

._ (*-«»*-*) 
" ( C _ 0 )(c_fi)- 

Question III. Résoudre le système des quatre équations 

» + y + * + « = i< 
ax -f- by + cy 4- du — k, 
a t x + b 1 y + c î z+ d'-u=k\ 
a>x + b>y + c*z + d ; >u = k\ 

Si de chacune de ces équations, on retranche la précé- 
dente multipliée par d, on obtient les trois équations 

{a - d )x + [b-d)y + (e - d)z= *- d, 
a{a-d)x + i(ô - d)y + c(c—d)z = k(k — d), 
a'[a - d)x + b l [b — rfjy -f c'{c— d}s = /£ ! (t — d). 

Opérant de la même manière sur ces trois équations, re- 
tranchons de chacune d'elles la précédente multipliée par c, 
nous obtiendrons les deux équations 

{a - i: ) {a -d)x-+(è-c)(b-d)x=(k-c)[k~d), 
a [ a —c)(a—d)x + b[b — c)[b — d)jf = k{ic —c){k — d}. 

Si enfin de ia dernière nous retranchons la précédente mul- 
tipliée par b, nous aurons 

(a — b){a — c) {a — d)x ■= {k — il (/; — c){k — d), 



_ {k-b)[k-c){k-d) 
x -(a-ù)( a -c)la-dy 

En permutant les lettres a et b, puis les lettres 6 et c, 
puis c et d, on en déduit la valeur des autres inconnues 

J (S — — OC — J)' 

(t-.)lt-l)(t-tl 



Question IV. Résoudre le système (les trois équations 

5 c 

ï + ï^ 

H" 

On considérera dans ces trois équations les quantités 
— , ^, ^ comme étant les inconnues. En multipliant la pre- 
mière équation par a, la seconde par b, la troisième par c, 
ajoutant les deux dernières en retranchant îa première, on 
trouve 



Si l'on permute les lettres x et y, a et b, on remarque 
que la première équation devient la seconde, la seconde la 



148 LIVRE II. CHAP. IV. 

première, et que la troisième reste la même; donc le sys- 
tème des trois équations ne change pas. Il en résulte que 
si, dans la valeur de x, on effectue cette permutation, on 
aura la valeur de y 

De même , si l'on permute les lettres y et z, b et c, la 
deuxième équation devient la troisième, la troisième la se- 
conde, et la première reste la même ; le système ne change 
pas. De la valeur de y, on déduira donc celle de z par la 
permutation indiquée, ce qui donne 

s — nab 
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CHAPITRE V. 

FORMULES GÉNÉRALES POUR LA RÉSOLUTION DE TROIS ÉQUATIONS 
DU PREMIER DEGRÉ A TROIS INCONNUES. 



122. Trois équations du premier degré à trois inconnues 
peuvent toujours être mises sous la forme 

(i) ox+iy + «=<*, 

(a) a'x+Uy + c-x = â!, 

(3) a "x + b"y+c-z=d". 

Nous résoudrons ces trois équations par une méthode plus 
rapide et plus élégante que la méthode de substitution. Mul- 
tiplions les deux premières équations par deux quantités in- 
déterminées m et n; ajoutons ces deux équations et retran- 
chons la troisième, nous aurons 

(4) ( am + «-„ _ a!')x -f (bm + b'n- b")y 
-\-(cm-\-c'n — —dm-\-d'n — d". 

Les deux multiplicateurs m et n étant arbitraires, on peut 
en disposer de manière à annuler deux coefficients de l'é- 
quation (4) , par exemple les coefficients de y et de s. Posons 
donc 

(5) bm+b'n = b n , 

(6) cm-\-(fn — c", 

l'équation (4) devient 

(am + tfn — a")x = dm + d'n — d" ; 
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i les signes du numérateur et du dénominateur, la 
«s'écrit . 
d{b'c"— ( fb") + d , {cb"—bd') + d"(bc-—cV) 

a[i / , c"~c , b") +u\cb"—b t r)+ t r{bc'- cb')' 

et, en développant les calculs, 

_ db'c"— dc'b" + cd'b"— bd'e" + bc'd"— cfd" 
|a, * — ab'c"— ac'b"+ ca'b" - ba'c"+ bc'a"— cb'a" " 

123. Remarque I. On pourrait calculer de la même ma- 
nière les valeurs de y et de z. Mais il est plus simple de les 
déduire de celle de x par des considé- 
rations de symétrie. Sur un cercle, et 
aux sommets d'un triangle équilatéral 
, inscrit, plaçons les trois lettres x, y, z, 
ainsi que les trois lettres a, b, c; ima- 
ginons ensuite que le cercle tourne au- 
tour de son centre dans un sens conve- 
nable d'un tiers de circonférence, la lettre y prendra la place 
de x, z celle de y, x celle de z; de même les lettres b, c, a 
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prendront la place des lettres a, b, c. Ce changement dans 
l'ordre des lettres s'appelle une permutation circulaire. 

Si l'on opère une semblable permutation sur les équa- 
tions proposées, elles deviennent 

b y +cz + ex = d, 
S'y -\- ttz-\- a'x = (t, 

et ne changent pas ; les valeurs des inconnues restent donc 
les mêmes. Or, si l'on effectue la permutation circulaire sur 
la valeur de x trouvée précédemment, on obtient 

— dc ' a "— da ' c "+ ad ' c "— cd ' a "+ ca ' d "— a&d " , 
M y ~ bc'a'— Mc* + aW— cà'a"+ca'6~— fitfV 

Cette valeur de y satisfait au second système d'équations et 
par conséquent au système proposé. 

Si l'on effectue sur le second système d'équations une 
nouvelle permutation circulaire, le système ne change pas, 
et la valeur de y devient 

d<i , b"—dVa"+bd'a"—ad'b"J r ab'd"~-ba'd" 
Z ~ ca'b"— ei'«"+6cV— «c'6"+ ab'c"—ba'c'' 

lin permutant une troisième fois, on retrouverait la va- 
leur de x et ainsi de suite. 

124. Remarque 11. A l'inspection des formules (a), (£), 
(y), on reconnaît que le dénominateur est le même; l'ordre 
des termes seulement a été changé. Ou voit aussi que l'on 
forme le numérateur de x, en remplaçant dans le dénomi- 
nateur les coefficients a, a\ a" de l'inconnue x par les 
seconds membres d, à", d". Les numérateurs de y et z s'ob- 
tiennent de la même manière. Il suffit donc de savoir trou- 
ver le dénominateur. 
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Nous avons formé le dénominateur pour deux inconnues, 
en écrivant les deux permutations 
ab, — ba 

des deux lettres a et b, et affectant la seconde du signe — . 
Dans chacune de ces permutations, mettons la troisième 
lettre c à toutes les places, a la fin, au milieu, et au com- 
mencement, et alternons les signes, nous obtiendrons les 
deux groupes 

abc — acb-\-cab 
— bac-\-bca — cba. 
Le premier terme de chaque groupe a le signe du terme qui 
l'a fourni. 

Écrivons ces deux groupes l'un à la suite de l'autre, et 
dans chaque terme affectons la seconde lettre d'un accent, 
la troisième de deux accents, nous aurons aussi le dénomi- 
nateur commun 

ab'c" — art" + coV— ba'c" + bc'a" — cb'a". 



125. En résolvant par un procédé particulier les trois 
équations 

(1) ax+ by + cz = d, 

(2) a'x + b , y + c , z = d , r 

(3) a"x + b-y+c"z=d", 

nous avons obtenu les formules (*), (|ï), (y). Ces formules 
présentent les mêmes cas principaux que celles relatives 
à deux équations a deux inconnues. Pour abréger l'écri- 
ture, nous représenterons par D le dénominateur commun; 
et par A , B , C les trois numérateurs, de manière à écrire 
les formules sous la forme 



- V- T.™ ' " 
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1" Cas. En général le dénominateur commun D n'est 
pas nul. Dans ce cas, les formules donnent pour les incon- 
nues des valeurs finies et déterminées; il est aisé de voir 
que ces valeurs vérifient les équations proposées et que ces 
équations n'admettent pas d'autre solution, 

Puisque le dénominateur D est différent de zéro, il est 
impossible que les neuf coefficients des inconnues dans les 
équations soient nuls à la fois; trois au moins seront dif- 
férents de zéro ; supposons, par exemple, que le coefficient c 
soit différent de zéro. On pourra de la première équation 
tirer la valeur 

et la porter dans les deux autres , ce qui donne les deux 
équations 

(5) [aS—ca")x + (6c'— c% = dé — cd\ 



et l'on remplace ainsi le système des trois équations pro- 
posées par le système équivalent des trois équations (4) , 
(5), (6). Si l'on applique aux deux équations (5) et (6) les 
formules relatives à deux équations à deux inconnues, on 
obtient les valeurs 



données par les formules (a) et (jî). Le dénominateur D 
étant différent de zéro, on sait que ces valeurs vérifient les 
deux équations (5) et (6). Si dans l'équation (£,) on rem- 
place a; et y par leurs valeurs, on obtient la valeur de z 
donnée par la formule (y). Ainsi, les valeurs fournies par 
les formules (a) , (fi) , (y) vérifient le système des trois équa- 
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lions (4), (5), (6), et par suite le système proposé équiva- 
lent, et ce système n'admet pas d'autre solution. 

2° Cas. Supposons que le dénominateur D soit nul, l'un 
des numérateurs au moins, par exemple le numérateur A, 
étant différent de zéro. Chacun des termes de A renfermant 
les lettres b et c, il est impossible que les six coefficients 
b, b', b", c, c', c" soient nuls à la fois ; deux au moins sont 
différents de zéro ; admettons par exemple que le coefficient 
r; soit différent de zéro. On pourra tirer de l'équation (î) la 
valeur de s, comme nous l'avons fait, et remplacer le sys- 
tème des équations proposées par le système équivalent 
des équations (4) . (5) , {(i) . Si l'on considère les deux équa- 
tions (5) et (6) à deux inconnues x et y, puisque le déno- 
minateur D est nul, l'un des numérateurs A étant différent 
de zéro, il y a impossibilité; donc aussi les équations pro- 
posées sont incompatibles. 

3° Cas. Supposons que les trois numérateurs A, B, C 
soient nuls, en même temps que le dénominateur D. 11 pour- 
rait arriver que les neuf coefficients des inconnues fussent 
nuls à la fois ; dans ce cas, il y aurait impossibilité, à moins 
que les trois seconds membres d, d\ d" ne fussent aussi nuls, 
et alors, les trois équations se réduisant à des identités, il y 
aurait indétermination absolue, et l'on pourrait donner aux 
trois inconnues des valeurs tout à fait arbitraires. 

Ce cas irés-oxccptionncl étant écarté, supposons que l'un 
au moins des neuf coefficients soit différent de zéro, par 
exemple ic coefficient c; on pourra de l'équation (i) tirer la 
valeur de z et remplacer le système des équations proposées 
par le système équivalu m des équations (4), (5), (li). II pour- 
rait arriver que les quatre coefficients des inconnues x et y 
dans les deux équations (5) et (G) fussent nuls à la fois, ce 
qui annulerait D, ainsi que A et B ; il est aisé de voir que le 
troisième numérateur C serait aussi nul; on a, en effet, 



EXERCICES. 



C = (a**— b'a")d + (bee—aV)d' + {ab/—ba')d"; 
si l'on avait 

ac'—ca' = o, bc' — ci' =o, 
«C»— eû " = 0j C fi« — o, 

on en déduirait, en divisant par e, 




d'où 

<rï"— ÔV = o, ba"— ab" = o, 06'— 60"= o, 
et par suite G — o. Dans ce cas, tes deux équations (5) et 
(6) seraient impossibles, à moins que les deux seconds 
membres de — cd', de" — cd" ne fussent aussi nuls, et alors 
ces deux Équations deviendraient des identités et les trois 
équations proposées se réduiraient à une seule, l'Équation 
(4) ; on pourrait prendre arbilraireraentles valeurs des deux 
inconnues x et y, la valeur de s en résulterait. 

Ce cas exceptionnel étant écarté encore, supposons que, 
l'un au molli* iUa quatre coefficients des inconnues dans fes 
équations (j) et (6) soit différent de zéro. Le dénominateur 
D étant nul, ainsi que les deux numérateurs A et B, on sait 
que les deux équations (5) et (C) se réduisent à une seule. 
Les trois Équations proposées se réduisent donc à deux, sa- 
voir les équations (4) et (5) ; il y a indétermination ; on peut 
prendre arbitrairement la valeur de x; celles de y et de z 
en résultent. 

Exercices ior le Llvve II. 

(JutSTioN [. Résoudre le système des (rois équations 

Sx+iy — 3; = 52, 

ix-2y + &z = l8, 

Gx + ly- i = G3. 
Réponse .* 1 = 3, y = 7, S — 4. . , 
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QuiiTios II. Résoudre les trois équations 

■+Î-.. 
»+;->■ 
■+!='■ 
—s- '-'à- - 

Question III. Résoudre Ibb trois équations 



Réponse: x = 12, y — ËO, i=0O. 

QoEsnon IV. Résoudre les quatre équations 

ix — 3y + 2u = a, 
ïi + Ci = S8, 
4a — ïy= H, 
3i + 4u = se. 
Réponse: a = 3, y= S, s = 4, u = 5. 

Question V. Résoudre les quatre équations 

a— y + i — ti = — 2, 
y - Si + 3u - 4r = 4, 
i — 3u + &r — I5jf= — 3Ï, 
u- ix + 10y — 203 = — 40. 

.. Réponse: j = l, y = 2, x = 3, u = 4. 

Question VI. Résoudre les trois équations 



_ (l-fo)a + n|c-PP + fl(t-l)T 
1 —4c — ca — ai + 2u6c 



EXERCICES. 
Question Vil. Résoudre les trois équation* 

x + ay + a'î + n' = 0, 
Z + by + b'z + b* = 0, 



Question VIII. Résoudre les quatre équations 

x + ay + q'i + a'u + a' — 0, 
I + ijf + È*i + i3 u + A* = 0, 

* + «y + e*î + c*u + c*=o, 
x + dy + iPz + d>u + t/* = 0. 



B = - (a + 4 + c + rf), 

1 = ab + oc + ad + bc + bd + cd, 

y = —{abc + bcd + cda + dab), 



QïEsrrON IX. Résoudre les équations 



x + ty + bz =a, 
2 + ax + b y = y. 



Question X. Résoudre les équation 



Question XII. En alliant deux lingots d'argent dans des rapports donné*, 
on a formé deux nouveaux lingots dont les titres sont connus. Quels sont 
les titres des>!eux premiers lingots? 

En appelant, a et I — a les poids des deux lingots qui entrent dons un 
kilogramme du premier alliage, o' et 1 — a' les poids des deux lingots qui 



d'où l'on déduit 



Questios XIV. Trois joueurs conviennent que le perdant doublera l'argent 
des deux outres. Ils perdent chacun une partie, et â la (in ils ont chacun lit 
même somme o. Combien chacun nvait-il au commencement? 



[1 + H2 n ~V (I + Hi—V (l+n2— ')a 



S* 



QrïsTioN XVI. On partage une certaine somme entre plusieurs personnes 

de ce qui reste ; la deuxième une somme 'la et la n' partie de ce qui reste ; 
la troisième une somme 3a et la n' partie de ce qui reste, et ainsi de suite. 
II se trouve a la fin que la somme d'argent a été partagée exactement et que 
toutes les parts sont égales. On demande quel est le nombre- des personnes et 
la part de chacune. 

Réponse: Le nombre des personnes est n— Ij la part de chacun a(n— I), 
et la somme totale- a 

Questiok XVII. lin tonneau contient a litres de vin. On tire un litre que 
l'on remplace par un lilre d'eau; on l E i -« ■ un siunml lltn; que l'un remplace 
par un litre d'eau, et ainsi de suite. Quelle quantité de vin contiendra en- 
core le tonneau après ji opérations de ec genre? 

Question XV11I. Deux Tases de capacités données contiennent chacun un 
mélange connu d'eau et de Tin. Quelle capacité dosent avoir deux vases 



égau*, pour que, les remplissant a la fols, l'Ai dans l'un des vases donnés, 
l'autre dans l'autre, et versant dans chacun d'eu* ce qui a été pris dans 
l'autre, la proportion du mélange devienne la mémo dans les deus vases? 

n triangle donne" un rectangle semblable à 

Question XX. Usas un triangle donne inscrire un rectangle de périmètre 
donne. 

Question XXI. Un groupe de n Joueurs Jouent de la manière suivante : 
le premier joue avec le deuxième et perd une fraction □ de ce qu'il a, te se- 
cond joue ensuite avec le troisième, et perd la mémo fraction a de ce qu'il a 
en ce moment, et ainsi de suite; enfin, le dernier joue avec le premier et 
perd la fraction a de ce qu'il o. A la Un du jeu, les joueurs ont la même 



s XXII. Résoudre les équations 



Question XXIII. Couper une sphère donnée par un plan, de manière que- 
la surface du la calotte spliériijue soi] égale à la surface latérale du cône qui 
a pour sommet le centre de la sphère et pour base ie cercle déterminé par le 
plan sécant. 



□igilized by Google 



livre in. 

ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 



CHAPITRE PREMIER. 

CAHRÉ ET RACINE CABRÉE. 



Je rappelle d'abord quelques principes qui ont déjà été 
vus en arithmétique et qui nous seront utiles par la suite. 

126. Théorème 1. Le carré d'un binôme égale le carré du 
premier terme, plus deux fois le produit du premier par le 
second, plus le carré du second. 

Si l'on multiplie le binôme a + b par lui-même, on 
trouve en effet 

Ainsi le carré du binôme x — 3 est 
x' — 637 + 9. 

Le carré du binôme x + | est 

z* + px + ~. 

127. ThéorèmeII. On élève au carré le produit de plusieurs 
facteurs en devant chaque facteur séparément au carré. 
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Si l'on multiplie le produit abc par lui-même, d'après la 
règle de la multiplication des monômes, on trouve en effet 
(abc)* = a'bV. 

Corollaire. On élève au carré un monôme entier, en éle- 
vant le coefficient au carré et doublant loua les exposants. 
Soit, par exemple, le monôme ya'b'c; en le multipliant par 
luirnième, on a 

t (ja'i'c)' — fâa'b'c*. 

128. Théorème lli. Réciproquement, on extrait la racine 
carrée d'un produit de plusieurs fadeurs en extrayant la ra- 
cine carrée de chaque facteur séparément. 

Soit le produit abc. Je dis que 

En effet, si l'on élève le second membre au carré, ce que l'on 
fait en élevant chaque facteur séparément au carré, on re- 
produit la quantité abc. 

129. Corollaire I. On extrait la racine carrée d'un mo- 
nôme entier en extrayant la racine carrée du coefficient et di~ ■ 
visant par deux tous les exposants. Je dis, par exemple, que 

i/'/foa'bV = 7a'b*c. 
Car, si l'on élève le second membre au carré, on reproduit 

Pour qu'un monôme entier soit carré parfait, c'est-à-dire 
pour qu'il existe un monôme entier, qui, élevé au carré, re- 
produise le nombre proposé, il est nécessaire que son coef- 
ficient soit un nombre carré parfait et que tous ses expo- 
sants soient pairs. 

130. Corollaire IL On fait sortir du signe radical un fac- 
teur carré parfait, en en prenant la racine carrée. Soit l'ex- 
pression 

ii 
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En extrayant la racine do chaque facteur séparément, on 

écrira 

Ceci permet de simplifier les expressions irrationnelles. 
Soit l'expression irrationnelle 



On remarque que la quantité placée sous le signe radical 
peut Être décomposée en deux facteurs 

dont le premier est carré parfait. Si l'on extrait la racine de 
chacun des deux facteurs séparément, on a 

Réciproquement, on introduit un facteur sous le signe ra- 
dical en l'élevant au carré. Ainsi 

a\jb= i/ô 5 ?. 

131. Théorème IV. On élève une fraction au carré, en éle- 
vant séparément au carré le numérateur et le dénominateur. 

Car, si l'on multiplie la fraction y par elle-même, on a 



132. Théorème V. réciproquement, on extrait la racine 
carrée d'une fraction en extrayant séparément la racine dit 
numérateur et du dénominateur. Ainsi 

Car, si l'on élève le second membre au carré, on reproduit 
' la fraction 
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Transformation des expressions irrationnelles. 

133. On simplifie le calcul des expressions irrationnelles 
en transformant ces expressions de manière à rendre le dé- 
nominateur rationnel. Voici quelques exemples de sembla- 
bles transformations fréquemment usitées en algèbre. 
5 _3y/5 

On a multiplié par ^5 les deux termes de la fraction, 
a" Soit l'expression 

fa + fb 

Si l'on multiplie le numérateur et le dénominateur par 
y/a — \fb, le dénominateur, étant le produit de la somme 
de deux quantités par leur différence, égale la différence 
a — b de leurs carrés, et devient rationnel. On a donc 

fi+fi — » ' 

On a de même 

m _ m(y/â-f- \[b) 
fi-iJÏ~ a — b 

en multipliant le numérateur et le dénominateur par la 
somme \fâ + \jb. 
Exemples : 

Ou a multiplié le numérateur et le dénominateur par la 
somme a\/5 -f <V a t ce qui rend le dénominateur égal à 
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La différence des carrés, 4 x 5 — 9 x s = *o — 18 = a. 
On a supprimé le facteur 2 commun au numérateur et au 
dénominateur, puis on a multiplié 2^/5 -f- -Va P ar /?> 
ce qui donne a\/35 -f- 3t/Ï4; car i/& X 1/7 — \ 5 xy = 
i/35, et de môme i/â x y 7 — \'a X 7 = -/ïX 
3° Soit l'expression 

Si l'on multiplie le numérateur et le dénominateur par la 
différence + $) — v'^i en considérant </£ + t/S comme 
ne formant qu'un seul terme, on a 

+ s !b + fc [sa + \<ïf- c a + b-c + 2\i a b 

Cette dernière expression ne renferme plus qu'un seul terme 
irrationnel à son dénominateur. On considérera a -\- b — c 
comme ne formant qu'un terme et l'on multipliera par la 
différence (0+6 — c) — 2\Jab; l'expression devient ainsi 

le dénominateur est rationnel. 
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CHAPITRE IL 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 

Résolution de Ttquatim x ! = A. 

134. Toute équation du second degré à une inconnue 
peut être mise sou3 la forme 

ax' -j- bx + c = o, 
dans laquelle x désigne l'inconnue, et les lettres a, b, c des 
quantités connues. Elle contient trois termes, un du second 
degré ax*, un du premier degré bx, et un terme connu c. 

Considérons d'abord le cas où l'équation ne renferme pas 
de terme du premier degré. Soit, par exemple, l'équation 
x' = 35. 

Il faùt trouver une quantité qui, élevée au carré, donne sa. 
Or le nombre 5, élevé au carré, donne a5 ; que l'on affecte 
ce nombre 5 du signe -f- ou du signe — , son carré sera 
toujours égal à a5; car on sait que le carré d'une quantité 
négative est positif. Ainsi l'équation admet les deux solu- 
tions + 5 et — 5, ce qu'où écrit 
x = ±5, 

(lisez x égale plus ou moins 5) . L'équation n'admet aucune 
autre solution ; car le nombre 5 est le seul nombre dont le 
carré égale a 5. . ^ 

En général soit l'équation 

x 1 = A, 
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dans laquelle A représente une quantité positive donnée. 
Désignons par </K le nombre, couimensurable ou incom- 
mensurable, dont le carré est A; ce nombre, affecté du 
signe -f- ou du signe —, aura toujours son carré égal à A ; 
ainsi l'équation proposée admet deux solutions égales et de 
signes contraires + v' A et — v'Aj ce qu'on écrit 
x = ±:\/Â. 

Ces solutions s'appellent aussi les racines de l'équation, 
parce qu'on les obtient au moyen de l'extraction d'une ra- 
cine carrée. Mais cette dénomination a été étendue aux so- 
lutions des équations de tous les degrés. 

Résolution de l'équation x* + px + q = o. 

135. Considérons maintenant l'équation générale du se- 
cond degré 

ax" + bx + c = o. 
Si nous divisons tous les termes par le coefficient a, cette 
équation devient 

«■+?.+£=., . ■ 

ou 

x^ + px + q^o, 
en représentant pour abréger par les lettres p et q les quan- 
tités connues - et -. 

a a 

Afin de mieux faire comprendre la méthode, nous l'expli- 
querons d'abord sur un exemple. Soit l'équation 

x*— 14^4-40 = 0. 
Si l'on fait passer dans le second membre le terme connu, 
cette équation devient 

x* — \^x = — 40. 
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Les deux termes x' — î^x peuvent être considérés comme 
les deux premiers termes du carré du binôme x — 7; et en 
effet, le carré de ce binôme est x* — î^x +.49; pour.com- 
. pléter le carré, ajoutons 49 aux deux membres de l'équa- 
tion, nous aurons 

x'— 14^ + 49 = 49 — 40 = 9, 

ou 

[*— 7)* = 9» 

en remplaçant le premier membre par l'expression équiva- 
lente («—7)*. Cette dernière équation est évidemment équi- 
valente à l'équation proposée. 

La quantité x — 7 doit être telle que son carré égale 9; 
or le nombre 5, affecté du signe + ou du signe — , a son 
carré égal à 9, et c'est le seul nombre dont le carré égale 9 ; 
on doit donc avoir 

* — 7 = ± 3, 

d'où 

x = 7 ± 3. 

Ainsi l'équation proposée admet les deux solutions 
ï = 7-|-3=io, 
x = 7 — 3— 4. 
On peut vérifier en effet que chacun des nombres 10 et 4, 
mis à la place de x, satisfait à l'équation 

£*— 142+40 = 0, 
c'est-à-dire annule le premier membre. 

136. La méthode précédente s'applique sans difficulté h 
l'équation générale 

x> + px + q = o. 
Si l'on fait passer le terme connu dans le second membre, 
cette équation devient 

+ px = — q. 

Les deux termes x' -f px sont les deux premiers termes du 
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carré du binôme x + et en effet, si l'on forme le carré 
de 'ce binôme d'après la loi connue, on a 

Pour compléter le carré, ajoutons aux deux membres de 
l'équation, l'équation devient 

et peut être mise sous la forme 

(-+9Î-Î-- _ 

Nous supposons que la quantité connue^- — g est positive. 
L'équation étant mise sous cette dernière forme, on voit 
que la quantité inconnue x + — doit être telle que son 

carré égale la quantité connue^- — q ; or, si nous désignons 

- q la racine carrée arithmétique du nombre 

st-à-dire le nombre positif, cornmen- 

surable ou incommensurable, dont le carré égale g, 

4 

la quantité inconnue x + - doit être égale au nombre 

y/^ — q, affecté du signe + ou du signe — . On aura 
donc . 
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d'où l'on déduit 




Telle est la formule générale dont on se sert pour ré- 
soudre les équations du second degré ; elle, donne deux solu- 
tions, l'une fournie par le signe ■+■ placé devant le radical, 
l'autre par le signe — . 11 est bon de se la rappeler par 
cœur; on l'énonce ainsi: les deux racines d'une équation 
du second degré, mise sous la forme 

x'-\-px-\-q = 0, ' 
égalent la moitié du coefficient du terme du premier degré 
changé de signe, plus ou moins la racine carrée du résultat 
que ton obtient en retranchant du carré de cette moitié le 
terme connu. 

137. Appliquons .cette formule à quelques exemples: 
i° Résoudre l'équation 

x* + 6x + 6 = o. 

La formule donne 

x = — 5± V9— 8 = — 5±.ifi = — 3± ,, 
L'équation admet les deux solutions 

■i" Résoudre l'équation 

x 1 — 71 -f- 10 = 0 

La formule donne 

a V 4 a V 4 a 3 

L'équation admet les deux solutions 
x = 5, x — i. 
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5° Résoudre l' équation 

+ 4^ 

La formule donne 



2± ^16 = — Q.rfc4. 



L'équation admet les deux solutions 

x=+a, x = — G. 
If Résoudre l'équation 

x'—3x~ 4 = 0. 

La formule donne 



L'équation admet les deux solutions 



138. Dans ce qui précède, après avoir mis l'équation du 
second degré sous la forme 



nous avons supposé que le second membre est une quantité 
positive, et nous en avons déduit la formule 



qui nous donne les deux racines, ou les deux solutions , de 
l'équation. 

Lorsque la quantité ^ — q est nulle, l'équation devient 



Racines fgales. 
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Le premier membre est un carr6 parfait La quantité incon- 
nue x 4- -, devant avoir son carré nul, doit être nulle elle- 
1 s 

même; ainsi l'on a 



d'où 




L'équation n'admet plus qu'une seule solution x = — 

Cependant on a coutume de dire que, dans ce cas, l'équa- 
tion admet deux racines égales. En voici la raison : suppo- 
sons que la quantité — — q soit positive et très-petite ; les 
deux racines, données par la formule générale, différeront 
très-peu de — l'une en plus, l'autre en moins, et par 
conséquent différeront très-peu l'une de l'autre. Plus la 
quantité ^ q sera petite, plus les deux racines se rappro- 
cheront l'une de l'autre; et enfin, à la limite, quand la quan- 
tité ^- — q sera nulle, les deux racines deviendront égales 
entre elles. 

Ratifies imaginaires. 

130. Les carrés des quantités, soit positives, soit néga- 
tives, étant toujours positifs, il s'ensuit que les quantités 
négatives n'ont pas de racines carrées. Ainsi, lorsqu'en ré- 
solvant une équation du second degré, on est amené à ex- 
traire la racine carrée d'une quantité négative, il y a évi- 
demment Impossibilité de satisfaire à l'équation; dans ce 
cas, les formules donnent des valeurs fictives qui ont été 
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introduites dans l'analyse mathématique sous le nom de 
quantités imaginaires. 
Considérons d'abord l'équation 

Quand la quantité A est positive, l'équation admet les deux 
solutions 

Mais quand la quantité A est négative, comme il n'existe 
aucun nombre, soit positif, soit négatif, dont le carré égale 
A, il y a? impossibilité de satisfaire à l'équation. Cependant 
la formule donne des valeurs imaginaires qui satisfont éga- 
lement à l'équation, si l'on convient de regarder le symbole 
y/ï comme ayant toujours son carré égal à A, quelle que 
soit la valeur de A, positive ou négative. 
Ainsi on dira que l'équation 

x*=— i 

admet les deux solutions imaginaires 

On représente ordinairement par la lettre i le symbole 
\J — i, et l'on introduit la lettre t dans les calculs, comme 
si elle représentait une quantité réelle, en convenant que 
son carré f* égale — 1. 

Toutes les valeurs imaginaires peuvent être exprimées au 
moyen du symbole y/— i ou de la lettre i. Par exemple, 
l'équation 

admet les deux solutions imaginaires 

Si l'on observe que — 9 = gx( — i) et si l'on applique 
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le théorème ordinaire sur la racine d'un produit, on écrira 
V /:r 9 = V9Xv / ~=5i, 

d'où 

jB==fc3t. 
Considérons maintenant l'équation 
x' — &e+]3 — o, 
qui se met sous la forme 

Un. carré ne pouvant Être égal à la quantité négative — 4- 
il est impossible de satisfaire à l'équation par des valeurs 
réelles. Mais, en extrayant la racine, on est conduit aux va- 
leurs imaginaires 

x — 3 = ±y /= 4, 

d'où 

en observant que ^^v^Xy^- ni, on les écrira 
x = 3 ± si. 
11 en est de môme de l'équation générale 
x t +px+q = o, 

toutes les fois que la quantité ^- — q est négative. Car, 
cette équation étant mise sous la ferme 

on voit qu'il y a impossibilité d'y satisfaire par des valeurs 
réelles ; mais on obtient les valeurs imaginaires 

qui satisfont a l'équation, en convenant, comme nou3 i'a- 
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On ramène ainsi ces deux valeurs à la forme en 
représentant par a et 6 les deux quantités réelles — ? et 



iâO. Ainsi les quantités imaginaires sont des expressions 
de la forme 



dans laquelle les lettres a et b représentent des quantités 
réelles quelconques (par opposition, on dit que les quantités 
ordinaires, positives ou négatives, sont réelles). On a étendu 
aux quantités imaginaires les règles ordinaires du calcul 
algébrique, comme si ta lettre t désignait une quantité 
réelle, en convenant de remplacer dans les résultats t' par 

En résumant ce qui précède, on voit que l'équation 
z , + px + q = o, 
présente trois cas principaux : 

r Lorsque la quantité ^- — q est posid're, l'équation a 
ses deux racines réelles et inégales. 




a + bi, 
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a" Lorsque la quantité ^- — q est nulle, l'équation a ses 

deux racines égales. Ces deux racines égales sont toujours 
réelles ; car dans ce cas le radical est nul. 

3° Lorsque la quantité^ — q est négative, l'équation a 
ses deux racines imaginaires. 

Résolution de Vèqualion ax* + bx -j- c = o. 

141. Nous avons ramené l'équation générale du second 
degré 

ax' -f- -f- c = o 

à la forme 

x* + px-i r q=Q, 
en divisant tous ses termes par le premier coefficient a, et 
posant 

P = -> S = ~; 
Résolvant cette dernière, nous avons trouvé la formule 

Si, dans cette formule, nous remplaçons les lettres p et q 
b c 

par leurs valeurs — et -, elle devient- 

- aa V 4*' ~a~ m V K ~ *» m ' 
Nous avons réduit au même dénominateur fia' les deux 
termes placés sous le radical , et nous avons extrait la ra- 
cine de ce dénominateur, carré parfait. Nous obtenons ainsi 
la formule 

_ — bzhy'l) 1 — ijne 
art ' 

qui est souvent usitée dans la pratique. 
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Elle présente les mêmes cas principaux que la formule 
primitive : i* quand b' — ^ac > o, les deux racines sont 
réelleset inégales ; a° quand t* — ûae = o, les deux racines 
sont égales ; quand b 1 — fac < o, les racines sont imagi- 
naires. 

1 42. Remarque. 11 arrive souvent que le coefficient b con- 
tient le facteur a. Dans ce cas, la formule peut être un peu 
simplifiée, ce qui la rend plus commode dans les applica- 
tions. Posons 6 — a&', la formule devient 

_—ib"± fac _ — ai' =b a \ jb'* — ac 

aa ia ' 

et si l'on divise par a le numérateur et le dénominateur, 

x _ — b-±L\'b«— ac 

Soit, par exemple, l'équation 

Le second coefficient étant un nombre pair, on emploiera 
la dernière formule, et l'on écrira 

f 

3 ~ 3 " 

Décomposition du trinôme du second degré en facteurs 
du premier degré. 

143. Soit le trinôme 

+ px + y. 

dans lequel nous supposerons que la lettre x désigne une 
grandeur quelconque et tout à fait arbitraire. Si'nous ajou- 
tons et si nous retranchons ~, la valeur du trinôme ne 
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change pas, el l'égalité 

est vraie, quelle que soit la valeur de x. La première pa-, 
renthèse est le carré du binôme x -+- ^; la seconde peut 

Être Considérée comme le carré de y/^ — q. Ou a donc 

,. + ^ +s =(, + £)_( v /fi;j. 

Le second membre, qui est la différence des carrés de 
deux quantités, égale le produit de la somme de ces deux 
quantités par leur différence, et se décompose ainsi en deux 
facteurs du premier degré, 

H+n/RM-v/R 

Si Von pose 




les deux parenthèses deviennent x — x', x -^x", et le tri- 
nôme se met sous la forme 

[x — x'){x— x"). 

On peut annuler ce produit de deux manières, soit en 
donnant à x la valeur x', qui annule le premier facteur, 
soit en donnant à x la valeur x" qui annule le second fac- 
teur; on retrouve ainsi par une autre méthode les deux 
racines x' et x" de l'équation du second degré 
x' -j- px -\- q = o. 

Cette décomposition du trinôme en 'deux facteurs du 
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premier degré subsiste dans tous les cas, que les racines 
soient réelles ou imaginaires. 
Applications. Considérons, par exemple le trinôme, 
s 1 — 7* + 10 - 

Les deux racines du trinôme, c'est-à-dire de l'équation que 
l'on obtient en égalant ce trinôme à zéro, sont x' = a, 
/ = 5;on a donc 

— 9*4. io = {x — a)(x — &). 
Cette égalité est vraie, quelle que soit la valeur de x. 
Soit encore le trinôme 

Les deux racines du trinôme sont x'= — 6, x"=a. On a donc 
identiquement, c'est-à-dire quelle que soit la valeur de a;, 
*■ + 4*_- « = (* + <() (r—* 
1M. La forme la plus générale Au polynôme entier du 
second degré est 

ax* -\- bx + c. 

Si l'on metlc coefficient a en facteur, et si l'on appelle p et q 
les quotients ~ et^, ce polynôme s'écrit 

M* + bx + c = 4z* -h px + q) . 
Le polynôme entre parenthèses se décomposant en deux 
facteurs x — x } et a; — x", on a l'égalité 

quelle que soit la valeur de x. 
Les lettres x'çlx" désignent les deux racines de l'équation 

& + px + q = o, 
ou, ce qui est la môme ebose-, de l'équation 

ax' + bx + c=a. 
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Relations entre les coefficients et les racines de l'équation 
du second degré. 

lia. En appelant x' et x" les deux racines de l'équation 
x' ~\- px -\- g = o, 
nous avons vu que le trinôme 

œ' + px + q 

peut être décomposé eu deux facteurs du premier degré 
(x — x')[x-x-). 
Si l'on effectue la multiplication indiquée par les paren- 
thèses, on reproduira évidemment le polynôme propose. Le 
produit des deux facteurs est 

+ ■ 

Pour que ce polynôme soit le même que le polynôme 
x* + pr + q, 

il faut que les coefficients soient les mêmes de part et d'autre . 
On a donc 

x'x" = g. 

Telles sont les deux relations fondamentales qui existent 
entre les racines de l'équation du second degré et les coeffi- 
cients de l'équation; nous nous en servirons fréquemment. 
On les énonce ainsi ; l'équation du second degré étant ra- 
menée à la forme 

X* px + q = o, 
\° la somme algébrique des deux racines égale le coefficient 
de x changé de signe; 2" leur produit égale le terme connu. 
146. Remarque. 1° Lorsque, dans l'équation du second 

x 1 ~\-px-\-q — a, 
le terme connu q est négatif, les racines sont toujours réelles ' 



DigitizGd t>y Google 



ISO LIVRE m. — CHAP. H. 

et inégales ; car, dans ce cas, la quantité ~- — q est es- 
4 

senticllement positive. En outre, ces deux racines sont de 
signes contraires, puisque leur produit est négatif. 

Ainsi, le terme connu étant négatif, on peut dire à priori 
que l'équation 

œ , - r -4ar-ia=o, 
a ses deux racines réelles et de signes contraires. La somme 
des deux racines étant égale à — 4, la plus grande en va- 
leur absolue est la racine négative. Et en effet, les deux 
racines sont — 6 et + 2, dont la somme est bien égale à 
— 4 et le produit à — 12. 

a" Lorsque le terme connu est positif, il est nécessaire 

d'examiner le signe de la quantité ~ — q, pour savoir si 

les racines sont réelles. Quand cette quantité est positive, 
les deux racines sont réelles et de même signe, puisque 
leur produit est positif. La somme de deux racines étant 
égale à — p, ce signe commun est contraire à celui de p. 
Soit, par exemple, l'équation 

^-7x4-10 — 0. 
La quantité ^ — 10 étant positive, les racines sontréelles. 

Leur produit étant positif, elles ont même signe. Leur 
somme étant égale à + 7, elles sont positives. Et en effet, 
ces deux racines sont + 2 et + 5, dont, la somme est + 7 
et le produit +10. 
Soit encore l'équation 

«' + &e + 8 = o. 
La quantité ij — 8 étant positive, les racines sont réelles. 
Le produit étant positif, elles ont même signe. Leur somme 
étant égale à — G, elles sont toutes deux négatives. Et en 
effet, ces deux racines sont — 4 et — 2. 



OiqilizM By Google 



ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ 1 . 181 

3' Lorsque le terme connu est très-petit en valeur absolue, 
le produit des deux racines étant très-petit, l'une d'elles a né- 
cessairement une valeur numérique très-petite. Si le terme 
connu tend vers zéro, cette racine très-petite tendra aussi 
vers zéro. La somme des deux racines étant égale a — p et 
l'une d'elles étant nulle, l'autre est égale à — p. Au reste, 
dans ce cas, la résolution est facile, car i'équation se réduit à 

x* -j- px = o, 
et se met sous la forme 

x(x + p) = o. 

On peut annuler ce produit de deux manières, en faisant, 
soit x — o, soit x = — p. 

Exemples. 

147. Question 1. Résoudre les deux équations 
y + *x=5. 

Si de la première équation on tire la valeur de y, 
y = 5 — ax, 

et qu'on la substitue dans la seconde, on arrive à, l'équation 
du second degré 

a;' — 6x-\- 5 = 0, 
d'où l'on déduit les deux valeurs 

x = i , x = 5. 
En portant successivement chacune de ces deux valeurs 
dans l'équation 

y = 5 — nx, 

on obtient les deux valeurs correspondantes de y 
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Ainsi, les deux équations proposées admettent les deux 
solutions : 

î™ solution; x = i, y — 3, 
a' solution: x — b, y = — 5. 
En généra], la résolution de deux équations à deux in- 
connues, l'une du -premier degré, l'autre du second degré, 
se ramène a la résolution d'une équation du second degré à 
une inconnue. 

liS. Question II. Résoudre les deux équations 
x+>/ = 8, 
xy= i5. 

Quand on connaît la somme de deux quantités et leur 
produit, on voit immédiatement que ces deux quantités 
sont les racines d'une équation du second degré, ayant 
pour coefficient de la première puissance de l'inconnue la 
somme prise avec un signe contraire, et pour terme connu 
le produit. Dans l'exemple actuel, les valeurs de # et de y 
seront les racines de l'équation 

y' — 8u-\- i5 = o; 
et en effet, la somme des deux racines est égale à 8, et le 
produit à i5. Les deux racines de cette équation étant 5 et 
5, on aura 

x = 3, y — 5, 

ou 

, £ = 5, y=5, 

Les deux équations proposées sont symétriques par rap- 
port aux deux inconnues, c'est-à-dire ne changent pas quand 
on permute les lettres x et y. Ceci explique pourquoi les 
valeurs des deux inconnues sont données par la même 
équation. En effet, si l'on élimine y entre les deux équa- 
tions proposées, on arrive à l'équation 
x>-~8x-\- i5 = o. 
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A cause de la symétrie, il est clair que, si l'on éliminait x 
au lieu de y, on arriverait nécessairement à la môme équation 

if~ 8yJ- i5 = o. 
Ainsi les valeurs des deux inconnues sont données par la 
même équation du second degré. C'est l'équation que nous 
avons écrite immédiatement. 
149. Question III. Résoudre les deux équations 

y — X = i, 

xy=i5. 

La première équation n'est pas symétrique par rapport 
aux lettres x et y ; maïs on peut la rendre symétr ique en 
posant 

car alors les équations deviennent 
y + x=2, 
X'ij = —i5. 

Les valeurs des deux inconnues x' et y sont données par 
l'équation du second degré 

m* — au — i5 — o, 
dont les racines sont — 3 et +5. On a donc 

^=—3, y =5, 

ou 

z? = 5, y= — 3. 
Ainsi les deux équations proposées admettent les deux 
solutions 




150. Question IV. Résoudre les deux quêtions 

x S, 

^ + y* = H- 
Si, de la première équation élevée au carré, 
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on retranche la seconde, il vient 
d'où 

xy= i5. 

On connaît la somme 8 des deux inconnues, et leur produit 
i5; la question est ramenée à la question II; les incon- 
nues sont les racines de l'équation du second degré 
«' — 8u+i5=o. 
151. Question V. Résoudre les deux équations 
(i) 

(a) xy = *8. 

Si à la première équation on ajoute la seconde multipliée 
par 2, il vient 

x' + xcy-\- y*=i*i, 

ou 

iai; 

on déduit de là 

(3) x+y=±n. 

Si de la première équation on retranche la seconde mul- 
tipliée par 2, il vient de même 

ou 

on déduit de là 

(4) s-y=±5. 

On connaît ainsi la somme et la différence des deux in- 
connues; il est aisé de trouver ces deux inconnues; les 
équations (3) et (4), ajoutées ou retranchées, donnent 
±n±3 ±nzp3 

. . a ' 3 a 

Il en résulte les quatre systèmes 

x = 7, y=k, 
x=k, y=7, 
x= — 7, y=-b> 

x =—l\, V=—7, 
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qui, en réalité, se réduisent à deux systèmes de valeurs 
égales et de signes contraires. 

152. Question VI. Trouver quatre nombres en pro- 
portion, connaissant ïa somme des extrêmes si, celle 
des moyens 19, et la somme des carrés des quatre 
termes 44»- 

Appelons x, y, z, f, les quatre nombres cherchés. Nous 
avons les quatre équations 

(0 ï=j ou st=y S , 

(a) x + t = «, 

(3) y+* = '9. 

(4) & + y* + x> + _ 

Nous connaissons la somme des deux inconnues x et (, et 
aussi celle des deux inconnues y et a ; la question serait 
résolue si nous connaissions leur produit commun xt ou yz. 
Élevons les équations (a) et (5) au carré , ajoutons-les et 
retranchons l'équation (4), il vient 

ixt + at/î — 56o. 

ou 

l\xt — 36o, 

Les deux inconnues x et ( seront données par l'équation du 
second degré 

«* — 3111 + 90=0, 

,"■ 

qui a pour racines 6 et i5, et les deux inconnues y et z par 
l'équation du second degré 

**— i»« + 90 = o, 
qui a pour racines 9 et 1 o. Les nombres cherchés sont donc 
x = Q, 1= i5, 
ï = 0- *=">■ 
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153. Question VII. Partager une droite donnée en 
moyenne et extrême raison. 

On sait que partager une droite AB en moyenne, et 
extrême raison, c'est partager cette droite en deux par- 
ties AM et li.M, telles que la plus grande AM soit moyenne 
proportionnelle entre la ligne entière AB et la plus pe- 
tite BM. 




Si donc on appelle a la longueur de la droite AB, et x 
celle de la plus grande partie AM, la longueur de l'autre 
partie sera a — x, et l'on aura les rapports égaux 

a • x 

x a — x' 

qui conduisent à l'équation du second degré 
d'où l'on tire 

*=-î ± V / ï+°' 

La première racine 

est positive et moindre que a (car \/ & V^ a5 P et ' 1 

que 3, v'S — î est plus petit que a). Elle répond direc- 
tement à la question proposée et donne la plus grande 
partie AM de la droite Alt partagée en moyenne et extrême 
raison. 11 est aisé de déduire de cette formule la construc- 
tion géométrique connue. Si au point B on élève une per- 
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pendiculaire ISC égale à la moitié de AB, l'hypoténuse AC 



avec CB pour rayon, on décrit un cercle, la longueur AD 



sera égale à AG — CD, c'est-à-dire à \/ a ' + 



ce sera précisément la racine x'. II suffit maintenant de 
prendre sur AB une longueur AH égale à AD. 
La seconde racine 



est négative et ne répond pas à la question. Cependant il 
est facile de lui donner une interprétation géométrique. Il 
suffit pour cela de modifier l'énoncé du problème de la ma- 
nière suivante : Sur la droite indéfinie AB trouver un point 
tel que sa distance au point A soif moyenne proportionnelle 
entre la longueur AB et sa dislance au point B. La ques- 
tion ainsi posée admet deux solutions ; car, outre le point M 
que nous venons de déterminer, il existe vers la gauche 
un point M' tel que la distance M'A est moyenne propor- 
tionnelle entre AB et M'B; à cette seconde solution corres- 
pond la racine négative x" qui, devant être portée en sens 
inverse de la première, c'est-à-dire de droite à gauche, 
donne la longueur AU'. 

On construira cette seconde solution de la même manière 
que la première ; la longueur AE, étant égale à AC -f- CE, 

c'est-à-dire à y/a* + + ~, est précisément la valeur 
absolne de x" ; on prendra donc AM' = AE. 

154. Question VIII. Trouver les côtés d'un triangle rec- 
tangle, connaissant ta hauteur et la différence des côtés de 
l'angle droit. 



sera égale à 




a* 4- f' ^ u P°' ml G 



centre , 
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Appelons x et y les deux côtés de l'angle droit, a leur dif- 
férence donnée, s l'hypoténuse et h la hauteur. On a les 
trois équations 



On obtient la seconde en écrivant que le carré de l'hypo- 
ténuse égale ia somme des carrés des deux côtés de l'angle 
droit; la troisième, en remarquant que le double de la 
surface du triangle égale le produit des deux côtés de l'angle 
droit, ou le produit de l'hypoténuse par la hauteur. 

H est facile d'éliminer x et y entre ces trois équations. 
Si dans .la première élevée au carré, 

(4) + — aary = fl', 

on remplace x* -\- y' par s* et xy par hz, on a l'équation du 
second degré à une inconnue 

(5) z'— aAs— a' = o, 

dont les racines sont réelles et de signes contraires, 



Les côtés du triangle étant nécessairement des nombres po- 
sitifs, on prendra la racine positive 



Une fois l'hypoténuse s connue, on obtiendra aisément x 
et y. A l'équation (4), ajoutons l'équation (3) multipb'ée par 
4, il vient 



(») 
(») 
(5) 



x — y = a, 
xy=kz. 





*' + y 1 -f =«'•+ fa. 
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OU 



(x + y) 1 = a' + 



Cette équation donne la somme des deux cûtés de l'angle 
droit; comme on connaît déjà leur différence, les deux 
côtés sont connus. 

Application. 0= i M , h=2",l t . La formule (6) donne 
z = 5 ; la formule (7) donne x + y = 7 ; comme on a déjà 
x — y = i, il en résulte x= 4, y = 3. 

155. Question IX. Trouver la profondeur d'un puits, en 
y laissant tomber une pierre, et notant^ le temps qui s'écoule 
entre le moment où on lâche la pierre et celui où l'on entend 
te bruit que fait la pierre en arrivant au fond du puits. 

Appelons x la profondeur du puils et i le temps que la 
pierre met â arriver au fond du puits. On sait que les corps 
en tombant parcourent des espaces proportionnels aux car- 
rés des temps, de sorte que l'espace x parcouru par la 

pierre en t secondes sera x— — , - représentant l'espace 

parcouru dans- la première seconde; on en déduit 



I— i/ — -. D'autre part, on sait que le son se propage 



uniformément avec une vitesse de 54o mètres par seconde, 
vitesse que nous appellerons v; ainsi le temps que met le 
son h remonter du fond du puits pour arriver à l'oreille est 

-. Mais le temps observé a est égal au temps que met la 

pierre à arriver au fond du puits, plus celui que le son 
emploie à revenir jusqu'en haut. On a donc l'équation 
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Si l'on fait passer le terme ~ dans le second membre, l'é- 
quation devient 

Si l'on élève les deux membres au carre, Je radical disparaît 
et l'on obtient l'équation du second degré 

7=H)*- 

ou, en développant, et multipliant par u% 
On en déduit 

m «•(»+i) ± V("+3'-'' ' 

on, en simplifiant, 

» *="[«+5 ± vfëH]- 

On voit que les racines sont réelles; elles sont positives, 
puisque leur somme et leur produit sont positifs. 

Il est évident à priori que la question proposée admet 
toujours une solution et n'en admet qu'une ; voici d'où pro- 
viennent les deux racines positives. L'équation du problème 
est l'équation (i), ou l'équation (a) ; or nous remarquons 
que l'équation (j), obteuue par l'élévation au carré, n'est 
pas équivalente à l'équation (s); car, si l'on élève au carré 
les deux membres de l'équation 

on obtient la même équation (,ï). Ainsi l'équation (3) com- 
prend, non-seulement les solutions de l'équation (a), mais 
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encore celles de l'équation (7) . Il faut donc examiner quelle 
est celle des racines trouvées qui convient à la question. La 
première, celle qui est donnée par le signe + placé devant 
le radical, avant une valeur plus grande que av, rend néga- 
tive l'expression a — -, et satisfait par conséquent, non à 

l'équation (2) , mais à l'équation (7) ; elle doit être rejetée, 
L'autre racine 

m ... [.+î_ v /;ç + „)] 

a une valeur moindre que au; caria valeur du radical étant 
plus grande que ^, la parenthèse est moindre que a; elle 
satisfait donc à l'équation (2), c'est-à-dire à l'équation du 
problème. Ainsi la profondeur du puits est donnée parla 
formule (8). 

156. Remarque. Pour résoudre la question précédente, 
nous avons élevé au carré les deux membres d'une équation 
irrationnelle, ce qui nous a conduit à une équation entière 
du second degré, qui n'est pas équivalente à l'équation 
proposée. " 

Représentons d'une manière générale par 

(0 A = B 

une équation quelconque. Si l'on élève les deux membres 
au carré, on obtient une équation 

M A 1 = B*, 

qui, outre les solutions de l'équation (1), admet celle de 
l'éqnatîon 
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Il est clair que, si l'une ou l'autre des équations (1) et (3) 
est vérifiée, l'équation (a) l'est également, et que récipro- 
1 quement, si l'équation (2) est vérifiée, l'une ou l'autre des 
équations (1) et (5) est satisfaite. 
Considérons, par exemple, l'équation 

(,) s — 1 = ^52:— 5. ■ 

Si l'on élève les deux membres au carré, on obtient l'équa- 
tion du second degré 

( a ) x 1 — 5x + &=o, 

qui admet, non -seulement les racines de l'équation (1), 
mais encore celles de l'équation conjuguée 

Les deux racines de l'équation (s) sont x = 2 et x = 
chacune d'elles rend positif le premier membre de l'équa- 
tion (1), elles conviennent donc toutes les deux à l'équa- 
tion (1) et aucune d'elles ne vérifie l'équation (3). Ici, 
l'équation (a) est équivalente à l'équation (1). 
De même, si l'on voulait résoudre l'équation 

qui est la même que l' équation (5), on serait encore amené 
a l'équation (2) ; les deux racines, rendant négatif le premier ' 
membre de l'équation (4), conviennent à l'équation conju- 
guée (1); on en conclut que l'équation proposée (4) n'admet 
aucune solution. 
Considérons encore l'équation irrationnelle 

(5) , z - 1 = ^-3, 

qui, par l'élévation au carré, conduit à l'équation du pre- 
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Cette valeur a; = a, rendant positif le premier membre, con- 
vient à l'équation proposée. L'équation conjuguée 




n'admet aucune solution. 

Changement de signe du trinôme du second degré. 

157. Reprenons l'étude du trinôme du second degré 
ax* -\-bx+c, dans lequel la lettre x a une valeur quel- 
conque. On mettra d'abord ce trinôme sous la forme 
a (*' -f'F iC + <î)- Si, dans la parenthèse, on ajoute et on 

retranche^-, afin de compléter le carré dont x* -f-px sont 
4 

les deux premiers termes (comme nous l'avons fait au 
n" 143), on a 

Il y a trois cas principaux à considérer : 

i° Supposons que la quantité-^- — q soit négative, ou la 

quantité q — ^-positive, c'est-à-dire que les racines du 

trinôme soient imaginaires. La parenthèse, étant la sonime 
de deux quantités positives, reste toujours positive, et par 
conséquent ie trinôme conserve Je signe de son premier 
coefficient a, quelle que soit la valeur attribuée à x. 

a" Lorsque la quantité ~ — g est nulle, c'est-à-dire quand 

les racines sont égaies, la parenthèse est un carré parlait, 
«Ton a 

« , + i» + c««(« + jjy. 
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Le trinôme conserve encore le signe de son premier 
coefficient a, quelle que soit la valeur de x; cependant le 

trinôme s'annule pour x = — — . 

n" Lorsque la quantité ~ g est positive, c'est-à-dire 

lorsque les racines sont réelles et inégales, le trinôme se 
décompose en facteurs réels du premier degré, et l'on a 
(n' Uh) 

ax , + bx + C = a(x — x 1 ) (x — x~); 
nous appelons x' la plus petite racine, x" la plus grande. 
Quand la valeur de x est comprise entre x' et x", le facteur 
x — x 1 étant positif, le facteur x — x" négatif, leur 
produit est négatif et letrinôme a un signe contraire à celui 
de a. Quand la valeur de x est plus grande que x", les deux 
facteurs x — x', x — x" étant positifs, leur produit est lui- 
même positif et le trinôme a le même signe que a. Quand 
la valeur de x est plus petite que y, les .deux fadeurs étant 
négatifs, leur produit est positif et le trinôme a encore le 
signe de a. En résumé, le trinôme a un signe contraire à celui 
de a pour toutes les valeurs de x comprises entre les deux 
racines x' et x", et il a le même signe que a pour toutes les 
valeurs de x non comprises entre les racines, c'est-à-dire 
plus grandes que la plus grande ou plus petites que la plus 
petite. Il change donc deux fois de signe ; une première fois 
quand x passe par la racine x', une seconde fois quand x 
passe par la racine x", et ces changements de signe s'opè- 
rent quand le trinôme s'annule. 

Ainsi, lorsque les racines sont égales ou imaginaires, te 
trinôme du second degré conserve toujours le signe de son 
premier coefficient a, quelle que soit la valeur attribuée à la 
rariable x ; mais quand les racines sontréelles et inégales, letri- 
nôme, ayant un signe contraire a celui de a pour les valeurs 
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de x comprises entre les deux racines, et le même signe que a 
pour toutes les valeurs de x non comprises entre les racines, 
éprouve deux changements de signe. 

168. Remarque. D'après cela, si pour deux valeurs par- 
ticulières attribuées à j;, le trinôme acquiert des valeurs de 
signes contraires, on peut affirmer que les racines sont 
réelles et que l'une d'elles est comprise entre les deux va- 
leurs attribuées à x. Soit, par exemple, le trinôme 
x 1 — 4r + 3. 

Si l'on donne à x les valeurs o et h, le trinôme acquiert 
les valeurs de signes contraires + 5 et — i ; on en conclut 
d'abord que Ie3 racines du trinôme sont réelles et inégales; 
- car, si elles étaient égales ou imaginaires, le trinôme n'é- 
prouverait pas de changement de signe; en outre la va- 
leur 2 attribuée à x, donnant un résultat négatif, et par 
conséquent de signe contraire au premier coefficient qui 
est ici égal à + i , est comprise entre les deux racines x' et 
x"; la valeur o qui donne un résultat positif est inférieure 
à la plus petite racine x' ; il en résulte que la plus petite 
racine x' est comprise entre o et a, et la plus grande a;" su- 
périeure à 2. Effectivement ces deux racines sont i et 3. 

Cette remarque facilite beaucoup la discussion d'un 
grand nombre de problèmes. En voici un exemple. 

159. Question X. Le manomètre à air, servant à indiquer 
la tension de la vapeur dans les machines a va- 
peur, se compose d'un tube recourbé, fermé à 
une de ses extrémités G, et ouvert à l'autre ex- 
trémité E; le fond du tube ADB est rempli de 
mercure jusqu'à une certaine hauteur; la capa- 
cité fermée A.C est remplie d'air, et la vapeur, 
s' introduisant par la branche ouverte E, exerce 
sa pression sur le sommet B de la colonne de 
mercure. On suppose que les deux sommets A 
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et B de la colonne de mercure sont au même niveau, quand 
la tension de la vapeur esl égale à une atmosphère. Si la 
tension delà vapeur augmente, il est clair que le sommet 
A'dela colonne demercure s'élève en A', tandis que le som- 
met 11 s'abaisse en B'. 11 s'agit de déterminer le déplacement 
de la colonne de mercure pour une tension donnée de la 
vapeur. 

Nous supposons que le tube a partout même section. 
Appelons a la longueur AC, x le déplacement AA' ou BB' de 
la colonne de mercure. Si nous évaluons les tensions par 
des colonnes de mercure, la pression atmosphérique sera 
représentée par la hauteur h de la colonne barométrique 
(fi = o m ,-6o). Quand la tension de la vapeur devient égale 
à n atmosphères, elle exerce une pression marquée par nh 
au sommet B' de la colonne de mercure ; la pression est la 
même dans l'autre branche, en F, au même niveau. Mais 
la pression en F est égale au poids de la colonne de mer- 
cure FA' ou sx, augmenté de la tension de l'air qui oc- 
cupe alors l'espace A'G. Quand l'air occupait le volume AC, 
sa tension était égale à la pression atmosphérique h ; sous le 
volume A'C, cette tension devient, d'après la loi de Ma- 

riotte, h — — . On a donc l'équation 
a — .r 

ou 

( i ) a.c' — (an + nh )x -f (n — i )ah = o. 

,11 est évident, d'après la nature de la question, que si 
la tension de la vapeur est plus grande qu'une atmosphère, 
c'est-à-dire s'm > i , la colonne de mercure s'élèvera dans 
la branche fermée d'une quantité AA' plus petite que AC; 
l'inconnue x doit donc admettre une valeur positive plus 
petite que «. On peut aisément le vérifier sur l'équation (i); 
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car si l'on donne à x successivement les valeurs o et o, 1» 
premier membre de l'équation, ou le trinôme, du second 
degré, prend des valeurs de signes contraires + (n — i)ah 
et — ah; d'après ce que nous avons dit, on en conclut 
que les deux racines de l'équation sont réelles, et que l'une 
d'elles est comprise entre o et a; c'est la plus petite, 
puisque la valeur a, qui donne un résultat négatif, est 
comprise entre les deux racines ; l'autre racine, étant posi- 
!ïve et plus grande que a, ne convient pas à la question. 
On a donc 

_ aa-f ti/i — \ i-.ii -j-ïi/i)"— 8(n— 

_ _, 

ou, en simplifiant la quantité placée sous le radical, 
. _ ia + nk — \'(aa — nh)' + Sa/i 



Lorsque la tension de la vapeur est moindre qu'une 
atmosphère, c'est-à-dire lorsque n < i, le sommet A delà 
colonne de mercure s'abaisse, tandis que le sommet B s'é- 
lève ; l'inconnue x a dans ce cas une valeur négative. On 
voit en effet que l'équation admet deux racines reefles de 
signes contraires, puisque le dernier terme est négatif; 

la somme algébrique des racines étant égaleà a + ~, la 

racine positive est plus grande que a et ne convient pas à 
la question. La formule (m) donne donc la solution de la 
question dans tous les cas. 

Cas où, dans l'équation du second degré, l'un des coefficients 
c au a a une valeur très-petite. 

160. Lorsque, dans l'équation du second degré 
( i) ax' -(- bx -f- c = o, 
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le ternie constant c devient nul, l'équation se réduit à 
ax*-\- bx = o, ou xffix -\-b) = r>; 

l'une des racines est égale à zéro, l'autre à — -.On con- 
çoit que si le terme constant c a une valeur numérique très- 
petite, l'une des racines diffère^ très-peu de zéro, l'autre 




qui donnent Jes valeurs des deux racines. Supposons que le 1 
terme constant c soit très-petit en valeur absolue, par rap- 
port à chacun des coefficients a et b, et que de plus le 
coefficient b soit positif. La quantité b' — àac différant 
très-peu det ! , le radicales 1 — 4 aL " différera très-peu delà 
quantité positive b ; le second numérateur différera peu 
de zéro , "et le premier de — afc ; la racine x" sera donc 
très-petite en valeur absolue, et la racine x' peu différente 

a 

161. Le cas où le coefficient a est très-petit en valenr 
absolue, par rapport à chacun des deux autres coefficients 

b et c, se ramène au précédent; car si l'on pose x = -.pre- 
nant y pour nouvelle inconnue, l'équation devient 

(3) c>f+by + a = o. 

D'après ce que nous venons de dire, l'une des valeurs de y 
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est très-petite en valeur absolue, l'autre peu différente 
de — l'une des valeurs de x est donc très-grande en valeur 

absolue, l'autre peu différente de — -. 

C'est aussi ce qu'on peut reconnaître sur les formulée (2) ; 
le coefficient a étant très-petit, la quantité (i s — f,uc diffère 
très-peu de &' et le radical de la quantité b, que nous sup- 
poserons toujours positive ; le premier numérateur est à peu 
près égal à — 26 ; le dénominateur ".a étant très-petit, la 
racine x' est très-grande en valeur absolue. Quant à la racine 
x", on ne voit pas immédiatement sa valeur, parce qu'elle est 
le quotient de deux quantités très-petites. Pour éviter cet in- 
convénient, nous transformerons 1 expressionen multipliant 
son numérateur et son dénominateur par — b — \jb' — 4ac, 
ce qui donne 

' x * — (— ^ + — (— b— sjb 1 — iji-} 
b — \jl> : — !\ac) 

Au numérateur, ht première parenthèse étant la somme des 
'deffif quantités — b et \/b* — 4 uc > ' a seconde la différence 
de ces deux mùmc^ quantités, le produit des deux paren- 
thèses égale la différence des carrés, et l'on a 




Si l'on supprime maintenant le facteur commun sa, qui 
rend les deux termes de la fraction très-petits, il vient 



L'expression mise sous cette forme, toute difficulté dispa- 
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rait, le dénominateur différant très-peu de af>, la valeur 

de x" est à peu près égale à — -. 

Lorsque a devient nul, l'une des racines de l'équation (3) 

tend vers zéro, et l'autre vers la quantité — - ; l'une des 

racines de l'équation (i) augmente donc à l'infini en valeur 

absolue, tandis que l'autre devient égale à — ~. Au reste , 

dans ce cas, l'équation (1) du second degré se réduit à 
une équation du premier degré 

La racine x" = — - est précisément la solution de cette 

équation du premier degré. L'autre racine x', qui devient 
infinie, disparaît de l'équation, 

11 peut arriver que les deux coefficients a et c soient à la 
fois très-petits par rapport à h ; dans ce cas, la formule (4) 
donne pour #"une valeur très-petite numériquement, et la 
première des formules (2) pour x une valeur très-grande. 
Quand a et c tendent simultanément vers zéro, la racine x" 
devient nulle et la racine x' infinie. 

• 

* Calcul numérique des racines quand l'un des coefficients c 
ou a est très-petil. 

162. Nous avons dit que loi-sque, dans l'équation 

ax» + &x + c=o, 

le terme connu c est très-petit en valeur absolue par rap- 
port aux autres coefficients, l'une des racines est très-petite 
en valeur absolue. Nous indiquerons un moyen rapide de 
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calculer approximativement cette racine. Eu faisant passer 
les termes ax* + c dans le second membre, nous mettrons 
l'équation sous la forme 



X: 




si l'on pose, pour abréger. 




celte équation devient 

(5) *-« + P^- 

D'après l'hypothèse faite, la quantité a est très-petite en 
valeur absolue, et le coefficient fl, sans être petit, n'est 
pas très-grand. Le second terme (3x' a une valeur très- 
petite relativement à celle de X; car le rapport de ce terme 
à a; est égal à la quantité très-petite $x ; si donc on né- 
glige ce terme, on a une première valeur approchée de 
l'inconnue 

j:, — a. 

Si maintenant, dans le second membre de l'équation (5), 
on remplace x par sa valeur approchée œ, on obtient une 
seconde valeur 

beaucoup plus approchée que la première. Ordinairement, 
dans la pratique , cette seconde valeur est suffisamment 
approchée. Cependant, si l'on veut une approximation en- 
core plus grande, on la substituera dans le second membre 
de l'équation (5), ce qui donnera une troisième valeur en- 
core plus approchée, et ainsi de suite. 
163. Lorsque, dans l'équation 

ax* + bx -j- c = u, 
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le premier coefficient a est très-petit en valeur absolue pat- 
rapport aux autres, nous savons que l'une des racines est 
très-grande en valeur absolue, tandis que l'autre conserve 
une valeur finie. On peut calculer approximativement cette 
seconde racine par la méthode indiquée précédemment. En 
effet, si l'on met l'équation sous la forme 




ou 

(5) 

on remarque que le coefficient [i est très-petit en valeur 
absolue et que la quantité a. n'est pas très-grande. Le se- 
cond terme fU* a une valeur très-petite relativement à celle 
de x; car le rapport de fix 1 à x est px, quantité très-petite. 
Si donc on néglige ce second tenue, ou aura une première 
valeur approchée de l'inconnue 



Si maintenant, dans le second membre de l'équation (5) , on 
remplace x par sa valeur approchée a, on obtiendra une se- 
conde valeur 

beaucoup plus approchée que la première, et ainsi de suite. 
Cette méthode est connue sous le nom de méthode des ap- 
proximations mrceatives. On l'emploie fréquemment en as- 
tronomie. Quelques exemples en feront bien comprendre 
l'usage. 

Exemples. 

i° Sbit l'équation 

Le terme connu ayant une valeur très-petite, l'une des 



ÉQUATIONS DU SECOND DESKË, 20.1 

racines est très-petite en valeur absolue, l'autre voisine 
de — 1, Pour calculer la première racine, nous écrirons 
l'équation sous la forme 

31=0,001 — k*. 

\ég!i»eant le second terme qui a une valeur très-petite re- 
lativement à x, nous avons une première valeur 

approchée par excès. Substituant dans le second membre 
cette première valeur approchée, nous aurons une seconde 
valeur 

ar,= 0,001 —0,000001 = 0,000999, 
approchée par défaut. En remplaçant dans le second mem- 
bre x par cette seconde valeur approchée x t , on aurait une 
troisième valeur approchée par excès, et ainsi de suite. 
Nous bornant à la seconde approximation, nous prendrons 
pour valeur de la racine cherchée 
' « = 0,000999. 

La somme des racines étant égale à — i , l'autre racine 
a pour valeur approchée — 1 ,000999. 

2° Soit l'équation 

x' + ai — 0,1 =0, 
que l'on écrira sous la forme 

= ** 
x= o,o5— — . 

2 

La petite racine a pour première valeur approchée 

x = o,o5 , 
pour seconde valeur approchée 

x = 0,05 — 0,00125 = 0,04875. 
3° Soit l'équation 

0,001a;' -\-x — 1 = 0. 
Le coefficient de x 1 étant très-petit, l'une des racines est 
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très-grande en valeur absolue, tandis que l'autre diffère peu 
de i. Pour calculer celte-ci, nous écrirons l'équation sous In 
forme 

Négligeant le second terme, qui a une valeur Irès-petite 
relativement à x, nous avons la première valeur 

approchée par excès. Substituant dans le second membre 
cette première valeur approchée, nous avons la seconde va- 
leur 

approchée par défaut, et ainsi de suite, 

Nous arrêtant à la seconde approximation , nous pren- 
drons pour valeur de la racine cherchée x = 0,99g. 

L'équation admet une autre racine, très-grande en valeur 

absolue. La somme des deux racines étant égale à ! — , 

0,001, 

c'est-à-dire à — 1 000, nous aurons pour valeur approchée 
de cette seconde racine 

x = — 1 000 — 0,999 = — 1000.959. 
4° Soit l'équation 

o,o5lr , — 5 a; + 7 = 0, 

ou 

x = 1 + °J|3 x , _ J A + o ooGj . : 

L'une des racines a pour valeur approchée 
x t = iA, 

et pour seconde valeur approchée aussi par défaut 

x t = 1,4 4- o,oo6x TX= 1 .4 1 176, 
ou, plus simplement, x = 1,412. La somme des racines 
étant égale à ^~ ou à 1 66,067, la P ! U3 grande racine est 
approximativement i65,a55. 
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5" Nous avons vu que la prorondeur d'un puits d 
née par la chute d'une pierre (n° 1 55 ) , est donnée par la 
plus petite racine de l'équation 



d'où 



— _aa+-)-+a , = o; 



La vitesse t> du son est de 34o mètres par seconde, la con- 
stante g est égale à 9,8088. Ordinairement la quantité - est 

une fraction assez petite; car les puits les plus profonds 
dépassent rarement 100 mètres, le second termet du second 
membre sera donc très-petit par rapport au premier terme. 
En le négligeant, ou aura une première valeur approchée 



On obtiendra ensuite des valeurs de plus en plus rappro- 
chées par la méthode des approximations successives. 

Supposons, par exemple, qu'il se soit écoulé 5 secondes 
entre le moment où on a lâché la pierre et celui où le bruit 
est arrivé à l'oreille. On trouvera, pour la première valeur 
approchée 

x a5 

^ I (5 + 34..663) = 0 ' 3,5,5 -~ 

On remplacera ensuite - par cette valeur dans le second 

membre de l'équation, etTon aura pour seconde valeur ap- 
prochée, 

- = 0,31515-1-0,00135=0,3164, 

d'Où 

j.'= io7™,6. 
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CHAPITRE III. 

I 

»ES QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM QUI PEUVENT 
SE RÉSOUDRE PAR LES ÉQUATIOSS DU SECOND DEGRÉ. 



18A. Lorsqu'une grandeur variable, après avoir aug- 
menté pendant un certain temps, diminue ensuite, elle passe 
par une valeur plus grande que les valeurs voisines, celles 
qui précèdent et celles qui suivent immédiatement; ou dit 
qu'elle passe par un maximum. 

Au contraire, lorsqu'une grandeur variable, après avoir 
diminué pendant un certain temps, augmente ensuite, elle 
passe par une valeur plus petite que les valeurs voisines, 
celles qui précèdent et celles qui suivent immédiatement; 
on dit dans ce cas qu'elle passe par un minimum. 

Considérons, par exemple, la section par un plan ver- 
tical d'un terrain accidenté, et supposons que l'on mesure 




lœ hauteurs des différents points rie cette courbe au-dessus 
du plan horizontal GH. Le sommet A .d'une colline sera un 
maximum, le fond li d'une vallée un minimum. Si l'on par- 
court cette ligne dans le sens KL, après s'être élevé jus- 
qu'au point A, on descendra ensuite de A vers B; la hau- 
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leur AA' du potin A est plus grande que celle des pointe 
voisins, d'un coté ou de l'autre; c'est un maximum. En con- 
tinuant le mouvement, on descendra jusqu'au point 1! pour 
monter ensuite de B vers C ; la hauteur BB' du point B est 
plus petite que celle des pointe voisins, d'un côté ou de 
Vautre ; c'est un minimum. On trouve ensuite un nouveau 
maximum CC, etc. 

Nous étudierons quelques questions simples qui peuvent 
être résolues par des polynômes ou des équations du second 
degré. 

165. Question 1. Étudier la variation du produit de deux 
nombres dont la somme est constante. • 

Première méthode. Appelons a la somme donnée, x l'un 
des nombres variables; l'autre sera a — x et le produit y 
aura pour valeur 

Faisons varier sdeoà a; quand x — o, le produit y est 
nul; quand x atteint la valeur a, le produit redevient nul. 
Ainsi la quantité y est partie de zéro pour revenir à zéro; 
dans l'intervalle elle a pris «ne série de valeurs positives fi- 
nies; elle a augmenté d'abord pour diminuer ensuite; elle a 
donc passé par un maximum. 

Pour étudier fa variatioit, de ce produit, nous l'écrirons 
sous la forme suivante 

La quantité y est la différence de deux quantités positives, 
l'une fixe, l'autre variable ; elle atteint sa plus grande valeur 

ou son maximum^-, quand le terme à retrancher — xj 
est nul, c'est-à-dire lorsque x = -, et alors l'autre partie 
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a — x est aussi égale à ~. Ainsi, le produit de deux fac- 
teurs, dont la somme est constante, est maximum, quand ces 
deux facteurs sont égaux entre eux. 

Il est facile de suivre les variations qu'éprouve le pro- 
duit y quand x varie de o à a. Quand x croit d'une manière 

continue de o à le terme à retrancher — xj dimi- 
nuant de plus en plus, la quanlité y augmente d'une ma- 
nière continue de zéro à la valeur maximum ~; quand x 
dépasse ? et varie de à o, le terme à retrancher — 
ou (x — augmentant de plus en plus, y diminue au 

contraire de — a zéro. Si l'on fait croître x au delà de a, 
4 

l'autre partie a — x devient négative et croit en valeur 
absolue, leur produit x(a — x) devient négatif et croît 
aussi en valeur absolue; donc la valeur relative de y dimi- 
nue indéfiniment. 11 en est de même si l'on donne à x des 
valeurs négatives. 

A cette question abstraite correspond la question géomé- 
trique suivante: Étudier la variation de la surface d'un 
rectangle dont le périmètre est donné. Car si l'on appelle ia, 
le périmètre donné, x la base, a — x étant la hauteur, la 
surface sera représentée par le produit x{a — x) de deux 
facteurs dont la somme est constante. Nous avons vu que 
ce produit acquiert sa valeur maximum quand les deux 
facteurs sont égaux entre eux ; ainsi, de tous les rectangles 
de même périmètre, le plus grand est le carré. 

Il est aisé de suivre la variation du rectangle : quand 
x = o , la hauteur est égale à o et le rectangle se réduit 
à une ligne droite de longueur o; l'aire est nulle. Si l'on 



Digiiizcd by Google 



MAXIM A ET ItlNIHA. 



209 



fait croîlre la base x de o a. -, l'aire augmente progressi- 
vement de o à la valeur maximum . La base x conti- 
4 

nuant à croître de - a a, l'aire diminue de cette valeur 

maximum à o; à la fin, quand x = a, la hauteur étant 
nulle, le rectangle se réduit de nouveau à une ligne droite, 
et l'aire redevient nulle. Dans cette question géométrique, 
la variable x ne peut, ni dépasser a, ni prendre des valeurs 
négatives. 

A la même question se rattache encore cet autre problème 
de géométrie : Étudier ta variation de ïa surface d'un 
triangle de base et de périmètre constants. Si l'on appelle 
le périmètre donné, a le côté constant, b et c les deux côtés 
variables, on sait que la surface du triangle est exprimée 
par la formule 

vW-û) {/>-*)(/.-*). 

.Nous pouvons faire abstraction des deux facteurs constants 
p, p — a et considérer seulement les deux facteurs variables 
p — b, p — c, dont la somme ap — b — c ou a est constante. 
Si l'on représente par x le premier facteur, le second étant 
a — x, on a à considérer le produit x{a-—x); d'ailleurs 
varie de o à a; le produit acquiert sa valeur maximum 
quand les deux facteurs sont égaux entre eux ; il s'ensuit que 
le triangle maximum est le triangle isocèle. Plus les deux 
côtés variables diffèrent entre eux, plus la surface du 
triangle est petite. 

166. Deuxième méthode. On peut traiter la question pré- 
cédente par une autre méthode dont nous nous servirons 
par la suite ; proposons-nous d'abord la question suivante : 
Partager le nombre a en deux parties dont le produit soit 
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égalàune quantité donnée m. Si l'on désigne ces deux par- 
ties par x et y, on a les deux équations 

x+y = a, 
xy = m. 

On connaît la somme et le produit des deux inconnues x 
et y; par conséquent ces deux inconnues sont les deux ra- 
cines de l'équation du second degré 

u*-au + m = o. 
Ainsi les valeurs de x et de y sont données par la formule 

l'une des racines est la valeur de x, l'autre celle de y. 

La question n'est possible que si les racines sont réelles ; 
il faut donc que la quantité placée sous le radical soit posi- 
tive, c'est-à-dire que le produit m soit moindre que 
D'autre part, on peut donner à m une valeur quelconque 

moindre que car à une telle valeur correspondent deux 
4 

racines réelles, c'est-à-dire un mode de partage qui la four- 
nit. Ainsi le produit m prend toutes les valeurs plus petites 

que et n'en prend aucune plus grande; sa valeur la plus 
grande, ou son maximum, est -j-. Mais, lorsque m — -y-, 

radical est nul et les deux racines sont égales; le produif 
acquiert donc sa valeur maximum, quand on partage le 
nombre a en deux parties égales. 

1«7. Question IL Étudier la variation de la somme des 
carrés de deux nombres dont la somme est constante. 
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Première méthode. Appelons a la somme donnée, x l'un 
des nombres variables, l'autre sera a — x et la somme y de 
leurs carrés sera représentée par 

Cette expression peut être mise sous la forme suivante : 

+?)=*[(*•-«+£) Kf-f)] • 

ou 

y = ~+^~~xj. 

La quantité y est la somme de deu.\ quantités positives, 
l'une fixe, l'autre variable. Si l'on fait croître x de o à -, 

le terme variable diminuant, y diminue de a* à ~; x con- 
tinuant à croître de - à a, le terme variable 2 (x — - ) 

2 Va/ 

augmentant, y augmente de y à a 3 . Ainsi, la quantité y 
diminue d'abord pour augmenter ensuite; elle passe don* 
. par un minimum. Ce minimum ~ a lieu pour x=~, c'est- 
à-dire quand on partage le nombre donné a en deux par- 
ties égales. 

Si l'on fait croître x au delà de a, Y au tre partie a — x 
-devient négative, mais son carré reste positif, et la somme 
augmente indéfiniment. II on est de infime si l'on donne à ir 
des valeurs négatives. 

A cette question algébrique se rattache l'élude de la va- 
riation du carré inscrit dans un carré donné. Si sur les côtés 
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du carié donné ABCD, à partir des sommets et en tour- 
nant dans le même sens, 
on porte quatre longueurs 
égales AE, BF, CG, DH, 
et si l'on joint les points 
ainsi obtenus, on forme 
un carré inscrit EFGH. 
Appelons a le côté du 
carré donné, x la lon- 
gueur variable AE , l'aire 
y du carré inscrit est re- 
présentée par l'expression 

ËH' = ÂT + AH* = x s + (a — ■>:)% 
que nous avons mise sous la forme 

-7 + '(H'- 

Faisons varier x de o à a; quand x = o, le carré inscril 
coïncide avec le carré donné ABCD, L'aire est égale à a'; 




x croissant de < 



i inscrit diminue de 



; a; continuant à croître de 



, l'aire croit de — 



à a'; enfin, quand x devient égal à a, le carré inscrit 
coïncide de nouveau avec Je carré donné. Ainsi, l'aire d» 

carré inscrit diminue d'abord de a' à ~, pour augmenter 
ensuite de — à' a*; elle passe donc par une valeur mini- 
mum y> et l' on obtient ce carré minimum en joignant les 

milieux îles cotés du carré donné. 

Si l'on prolonge indéfiniment les côtés du carré donné. 
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toute restriction disparaîtra, et l'on pourra donner à x des 
valeurs positives plus grandes que a et aussi des valeurs 
négatives (le carré inscrit ETG'H' correspond à une valeur 
AE' plus grande que a). De cette manière le carré inscrit 
augmente indéfiniment. 

A cette même question se rattache encore l'étude de lu 
variation de la diagonale d'un rectangle dont le périmètre est 
constant. Car si l'on appelle sa le périmètre donné, x la 
base, a — x la hauteur, la diagonale y sera 

y=\jx'+(a-— *)*. 
Quand x — o, le rectangle se réduit à une ligne droite de 
longueur a et la diagonale est égale à a. Si l'on lait croître ar 

de o à -, le diagonale diminue de a à x continuant 

à croître de ^ à a, la diagonale augmente de~& a; à la 

fin, quand x = a, Je rectangle est réduit de nouveau à 
une ligne droite et la diagonale redevient égale à a. Ainsi 

la diagonale acquiert sa valeur minimum pour x = -, c'est- 
à-dire quand le rectangle est un carré. 

Les deux côtés du rectangle ayant des valeurs essentielle- 
ment positives, on ne peut pas faire croître x au delà de a, 
ni lui donner des valeurs négatives; la diagonale a donc 
sa plus grande valeur a pour x = o ou x=a, c'est-à-dire 
quand le rectangle se réduit à une ligne droite. 

168. Deuxième méthode. Proposons-nous d'abord la 
question suivante : Partager te nombre a en deux parties 
telles que la somme de leurs carrés soit égale à m. En appe- 
lant x et y ces deux parties, on a les deux équations 

x +y =a, 

x* + y' = m. 
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Nous connaissons déjà la somme des deux inconnues ; si 
nous pouvions trouver leur produit, nous obtiendrions ces 
deux inconnues par une même équation du second degré. 
Or, ceci est acile. Kn élevant au carré les deux membres 
de la première équation, on a 

+ y* = a* j 
si l'on en retranche la seconde, on trouve 

■ixi/ = a* — m, 

d'Où 

a 1 — m 

Ainsi les inconnues x et y sont les deux racines de l'équa- 
lion du second degré 




elfes sont données par la formule 




l'une des racines est la valeur de x, l'autre celle de y.< 

Tour que la question soit possible, il faut que la quantité 
placée sous le radical soit positive, c'est-à-dire que la va- 
leur de m soit plus grande que — . D'autre part, on peut 

donner à m une valeur quelconque plus grande que--; 

car à une telle valeur correspondent des valeurs réelles 
de x et de y. Ainsi la quantité m prend toutes les valeurs 

plus grandes que — et n'en prend aucune plus petite-, sa va- 
leur la plus petite, ou son minimum, est^-. Lorsque m= — ; 
les deux racines sont égales; la somme des carrés acquiert 
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donc sa valeur minimum, quand le nombre a est partage eu 
deux parties égales. 

169. Question III. Les questions que nous avons trai- 
tées jusqu'à présent rentrent dans la question générale sui- 
vante: ftulier la variation du trinôme du second degré 
ax' + bx + c. 

ISous avons vu (167) que le trinôme du second degré, 
dont nous désignons la valeur par y, peut être mis sous la 
forme 



Si, pour simplifier, on représente par A la quantité con- 
stante a — ^,etquel'onposea;= — ^ + z, on a 
' - x=A.+az*. 

Le binôme, mis sous cette forme, se compose de deux par- 
ties, l'une A constante, l'autre a;* variable et de même 
signe que a. Lorsque le coefficient a est positif, la valeur 
de y reste constamment supérieure à la quantité A; elle 
acquiert sa plus petite valeur A, ou son minimum, quand 

z = o ou x — — -, Si l'on fait croître s de — qo à o et 

ensuite de o à -f- oo, la valeur de y décroît de -f- à A, 
pour croître ensuite de A à -[- 

Lorsque le coefficient a est négatif, la valeur de y reste 
constamment inférieure à A; elle acquiert sa plus grande 

valeur A, ou son. maximum, quaud 3 = o ou z = - 

Si Von fait croître z de — wàoet ensuite de o à -f 05, 
la valeuv-.de y croit de — ™ à A, pour décroître ensuite 
deAà — ». 
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(Jrtsnois IV. Étudier la variation de la surface to- 
tale du cylindre inscrit dans un cône 
donné. 

Désignons par r le rayon OA de 
la base du cône, et par h sa hau- 
teur SO; appelons x le rayon OC 
de la base du cylindre inscrit, y la 
hauteur OG. Les triangles seni- 
\ blables ECA, SOA donnent la pro- 
i portion 

« w 



La surface totale S du cylindre a pour expression 

et, en remplaçant y par sa valeur 

(a) - S = 2ittfé+ï^ieJ. 

Il y a plusieurs cas à considérer, suivant que le cône 
donné a une forme plus ou moins allongée. i" Supposons 
d'abord la hauteur h du cône moindre que le rayon de 

la base, c'est-à-dire le cône très-aplati. La quantité —~ 

étant positive, on voit que la surface augmente à mesure 
que x augmente ; si donc on fait croître x de o à r, la sur- 
lace ira constamment en augmentant de o à 2itr*. Au 
commencement, quand x = o, le cylindre se réduit à la 
ligne droite OS et la surface est nulle; à la fin, quand 
x=r, la hauteur étant nulle, le cylindre coïncide avec 
la base du cône et la surface devient égale a sur*. Entre 
ces deux limites, la surface va continuellement en augmen- 
tant, sans alternative de décroissance. 
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■2' Supposons maintenant k> r, l'expression de la sur- 
face deviendra 



Négligeant le facteur constant positif an — - — , nous pou- 
vons nous borner à considérer le produit 

des deux facteurs variables. La somme de ces deux iacteurs 
est constante; mais il ne faut pas en conclure immédiate- 
ment que le produit acquiert sa valeur maximum quand 
les deux facteurs sont égaux entre eux; il faut pour cela 
que ces'deux facteurs puissent effectivement devenir égaux 
entre eux, ce qui n'a pas toujours lieu, comme nous allons 
le voir. Par une transformation que nous avons déjà faite 
plusieurs fois, mettons le produit sous la forme 
h'r 1 1 kr y 
k[h-rf W-r) X j- 

Le rayon x de la base du cylindre n'est susceptible de varier 
que de o àr. Si l'on a 



9 <A- 

c'est-à-dire h <ar, quand ar croit de o àr, la quantité 



reste positive et diminue sans devenir égale à zéro; la sur- 
face du cylindre va en augmentant continuellement depuis 
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le commencement jusqu'à la fin, comme précédemment. 
Dans ce cas, les deux facteursdu produit ne deviennent pas 

égaux entre eux, ce qui exigerait que l'on eùtx= ~ ; 

la surlace arrive à sa plus grande valeur quand cc = r, 
c'est-à-dire quand les facteurs diffèrent le moins possible 
l'un de l'autre. 

Supposons maintenant - 

riant de o à ,, — , la surface augmente de o à '"}* r , ; 

a (A — r) " r) 

a surface diminue de 

cette valeur f . jusqu'à la valeur extrême a«r\ Ainsi 
fer 

dans ce cas, les deux facteurs du produit dont nous avons 
parlé deviennent égaux entre eux. 

En résumé, si l'on fait croître x de o à r : 1° quand 
fi < ar, la surface du cylindre inscrit va en augmentant 
continuellement depuis le commencement jusqu'à la fin ;■ 
a" quand h > *r, la surface augmente de zéro jusqu'à une 
certaine valeur maximum, puis diminue de ce maximum 
jusqu'à aier\ 

271. Question V. Étudier la variation du voîume d'un 
cône circonscrit à une spbéndonnëe. 

Soit AB un diamètre fixe de la sphère ; menons par le 
point A un plan tangent à la sphère et, sur le prolonge- 
ment du diamètre AB, prenons un point quelconque S pour 
sommet du cône circonscrit. Si le sommet S se rapproche 
dumoïnt B, le cône, s' évasant de plus en plus, augmente 
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indéfiniment ; si, an< contraire, Je sommet S s'éloigne du 



le cùne circonscrit, d'abord infini nient grand, commence 
par diminuer, pour augmenter ensuite et devenir indéli- 
niment grand, il passe donc par une valeur plus petite que 
toutes les autres, c'est-à-dire par un minimum. 
Le volume du cône a pour mesure 

{ nAG 1 X SA. 

Appelons r le rayon de la sphère et x la distance BS. On a 
S.\ = ir + x. 

Les triangles semblables SAC, SOD donnent la proportion 
AC_SA 
OD SU ' ' 

d'où l'on déduit, en remarquant que la tangente SD , 
moyenne proportionnelle entre SA et SB, égale va;(sr+.r) , 
rtir + x) — ! Mir + xï 
\jx\zr-\-x) x 
l'on remplace les quantités ÀG et SA par leurs valeurs, 
le voloine du cône aura poui' expression 



l'roposons-nous d'abord cette question : circonscrire à la 




pohu II, le cOne, s' allongeant 
de plus en plus, et ayanttou- 
jours une base plus grandi? 
qu'un grand cercle de lu 
sphère, augmente aussi indé- 
finiment. Ainsi, lorsqu'on faii 
glisser le sommet S sur le 
prolongement du diamètre à 
partie du point B, on voit que 
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sphère un cône de volume donné. Si, pour simplifier, nous 
représentons le volume donné par Jîcr'm, nous aurons 
l'équation 

<*i±îï=to„ 

X 

qui, mise sous forme entière, devient 

■ (.) '^-4(^-1-^ + 4^ = 0. 

On en déduit 

i= 3 (m-r)± a vW-ff-r', 
et, en simplifiant la quantité placée sous le radical, 

Pour que ;r soit réelle, il est nécessaire et il suffit que la 
quantité positive ni soit plus grande que 2r; donc m a un 
minimum ar, et, quand on donne à m cette valeur, on trouve 
x=%r. Ainsi le plus petit cône S'C'E' circonscrit àla sphère 
a une hauteur S'A double du diamètre de la sphère ; le 

volume de ce cône minimum est | nr 1 ; c'est le double du 

volume de la sphère. 

A toute valeur de m plus grande, que ar correspondent 
deui valeurs de x réelles et positives; il existe donc deux 
cônes ayant un môme volume quelconque plus grand que le 
minimum; la hauteur de l'un est plus grande que la hau- 
teur S'A du cône minimum, celle de l'autre est plus petite. 
En effet, si dans le premier membre de l'équation (i) on 
remplace x par ar, on a un résultat négatif 8r(ar — m); 
donc l'une des racines est plus petite, l'autre plus grande 
que ar. 

Ce qui précède montre bien que, lorsque x croit de o 
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à 2f. le volume du cône diminue de l'infini à sa valeur 
minimum ? w 1 , et qu fi jorsque x continue à croître au 
delà de ar, le volume augmente ensuite indéfiniment. 
172. Quesuox VI. Étudier la variation de la fraction 

ttr+u' 

dati* laquelle x désigne «ne variable réelle arbitraire. 

J"roposons-nous d'abord de trouver les valeurs de x qui 
rendent cette fraction égale à une quantité y. Nous aurons 
l'équation 

xx* + 6 _ 

[y—n)x*—Qyx-\- uy — 6 = 0, 
d'où l'on déduit 

a; = 5y±v / 9/-(v- 3 )(i.y-6) 

y — » 

et, en simplifiant, 



x _ 5y ± V— 3)/'+ 3 8y — la 
y — a 

Pour que a; soit réelle, il est nécessaire et il suflît que la 
quantité placée sous le radical soit positive. Ainsi la quan- 
tité y prendra toutes les valeurs qui rendent positif le 
trinôme 

21/" + 38;/ 13, 

et n'en prendra pas d'autres. Le trinôme, ayant ses racine 
réelles, se décompose en facteurs du premier degré et 
s'écrit 

ou 
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Nous appelons y' la plus petite racine, y" la plus grande. 
Le trinôme est positif pour toutes les valeurs de y com- 
prises entre y' et y", et il est négatif pour toutes les autres 
valeurs. Ainsi, quand la variable arparcourt toute l'échelle 
des grandeurs, la fraction proposée y varie entre y'. et y , 
sans jamais sortir de ces limites. La limite inférieure y' est 
un minimum, la limite supérieure y" un maximum. 

Comme y'43 = 6,557 à 0,001 près, le minimum de la frac- 
tion est y' = 0,4^3. le maximum y" = 1 3,557. La valeur 

de x qui rend la fraction minimum est x'= -^-^ = — 0,854 ; 

celle qui la rend maximum est x" = ^tt~- = 3,5it). A 

ioute valeur de y comprise entre y' et y" correspondent 
deux valeurs différentes de x. 

Nous pouvons maintenant nous rendre compte de la va- 
riation de la fraction proposée, quand x varie d'une ma- 
nière continue de — mà + t». Examinons d'abord ce que 
devient cette fraction, quand on donne à x une valeur nu- 
mérique très-grande, positive ou négative. Pour cela, nous 
diviserons par x 3 le numérateur et le dénominateur, ce 
<[ui donne 




quand x est très-grand numériquement, les quantités 
6 6 11 

x" x' x* sont lri ^~P et ' tcs ' et ' a fraction diffère très-peu 
de la valeur 2; ceci nous apprend que la fraction tend 
vers la valeur 2, quand x augmente indéfiniment en valeur 
absolue. Si donc on fait croître x d'une manière continue 
de — cr. à — o,S54, la fraction proposée ira en diminuant 
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de la valeur a a la valeur minimum o,445 ; x croissant en- 
suite de — 0,854 à 3,5 19, la fraction ira en croissant du 
minimum o,445 au maximum 1 5,557 ■ x dépassant enfin 
5,519 et croissant indéfiniment, la fraction ira en diminuant 
du maximum 1 5.55,7 a ^ a valeur a, 11 est à remarquer que 
la fraction passe deux fois par chaque valeur intermédiaire 
entre le minimum et le maximum ; il faut en excepter toute- 
fois la valeur 2; la fraction ne passe pas précisément 
deux fois par la valeur 2 ; car cette valeur doit être consi- 
dérée comme la valeur limite vers laquelle tend la frac- 
tion, quand x s'éloigne vers l'infini positif ou vers l'infini 
négatif. 

173. Question \ II. Étudier la variation de la fraction 

Si nous cherchons les valeurs de x qui rendent la fraction 
ogalu à y, nous avons l'équation 



d'où 

x — 3y ± VW*~ 7ff— 5. 
La fraction y prendra toutes les valeurs qui rendent positif 
ie trinôme 

9!/*— 7V — 5- 

Ce trinôme ayant ses racines réelles (y' = — o,45a, 
y" = 1 ,200) se décompose en facteurs réels et se met sous 
la forme 

9(y-^(y-.y")- 

11 est négatif pour les valeurs de y comprises entre y' et y"; 
mais il est positif pour toutes les valeurs de y plusgrandes 
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que y" ou plua petites que y'. Ainsi la fraction y admet deux 
séries de valeurs: l'une, commençant à y" et s'élevant 
à +00; l'autre commençant ky' et descendant vers — ™. 
La valeur y" est le minimum de la première série, elle est 
donnée par x = 5y" = .î,Ggo ; la valeur y' est le maximum 
de la seconde série, elle est donnée par x— Sy' = — 1, 336. 

Remarquons que les mots maximum et minimum n'ont 
pas ici un sens absolu, mais seulement un sens relatif. La 
valeur 7/" est la plus petite de toutes celles de la première 
série; mais elle est plus grande que les valeurs de la seconde 
série. De même, la valeur y' est la plus grande de toutes 
celles de la seconde série ; c'est un maximum relativement 
à cette seconde série. 

Ainsi, la fraction proposée varie de y" à +=» et de 
y 1 à — t»; elle parcourt toute l'échelle des grandeurs, 
sauf la portion comprise entre y' et y". Il faut remarquer 
que la fraction saute brusquement de — à -|- °°i quand 

x passe par la valeur ^. En effet , quand x est un peu 

plus petit que g, la fraction est négative et très-grande eu 

valeur absolue; dès que x dépasse un peu ^, la fraction de- 
vient positive et très-grande. 

Si l'on divise le numérateur et le dénominateur par x, 
ce qui met la fraction sous la forme 




on voit que, pour de très-grandes valeurs de x, le numé- 
rateur différant très-peu de x, et le dénominateur de 6, la 
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fraction est à peu près égale a |. Elle a des valeurs très- 
grandes et de même signe que x. 

11 résulte de tout ce qui précède que si l'on fait croître x 
de — =»à — i,356, la fraction va en croissant de — <*>au 

maximum — o,45a; a: continuant à croître de — 1,366 à|, 
la fraction va en décroissant de — o,45a h — e». Quand x 
passe par la valeur g, la fraction saute brusquement de 

— coà + co; a: croissant ensuite de g à 5,690, la fraction 

décroît de + ™ au minimum i ,a3o ; x dépassant 3,690 et 
croissant jusqu'à + ™, la fraction va en croissant de i,a3o 

174. Qdesiion VIII. Etudier la variation de la fraction 

— 4 

En égalant cette fraction à y et résolvant l'équation, on 
trouve 

*=y±vy— 4y+5. 
Le trinôme placé sous le radical ayant ses racines imagi- 
naires, peut se mettre sous la forme d'une somme de deux 
carrés 

1; 

il reste constamment positif, quelle que soit la valeur de y_. 
Ainsi la quantité y peut recevoir toutes les valeurs possibles, 
et la fraction proposée parcourt toute l'échelle des gran- 
deurs de — cd à -f- co. 

La fraction saute brusquement de -f- c» à — «=, quand x 
passe par la valeur 2. D'autre part, si Ton divise le numé- 

15 
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rateur et le dénominateur par x , elle s'écrit 



• 1 ■ 13" • • 

■x 

et flevient à peu près égale à ^ pour de très-grandes 

valeurs de a: positives ou négatives. On conclut de laque, 
quand a; (varie de — ^à-f-a. la fraction va en augmen- 
tant de — coà-j- x passant par la valeur a, la fraction 
saute brusquement de-j-^à — a; variant ensuite de 2 
à-[-"3,-la fraction croît de nouveau de — osà-f-£«, par- 
courant une seconde fois toute l'échelle des : grandeurs. 

D'après ce que nous avons dit, la fraction parcourt deux 
fois toute l'échelle des grandeurs ; dans chacun de ces 
mouvements, elle va en augmentant continuellement sans 
éprouver d'alternative de décroissance ; autrement elle pas- 
serait plus de deux fois par la même valeur; ce qui ne 
peut pas Être, puisqu'à une même valeur de y ne corres- 
pondentque deux valeurs de x. 

175. Question IX. Les trois dernières -questions rentrent 
dans l'étude de la variation de la fraction rationnelle 
ux'- -f fre -f c 

Les exemples précédents montrent les circonstances prin- 
cipales qui peuvent.se présenter.) cependant il est bon de 
traiter !a question d'uni' manière. générale. ^ 

Les coefficients -a, il', ■<:, a'„ (•', c' étant supposés réels; à 
toute valeur réelle de la variable x correspond unevalanr 
réelle delà fraction. Cherchons .'les .valeurs dex quicorres- 
pondent à une valeur donnée ^ de (a fractien; nous avons 
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à résoudre l'équation du second degré 
ax>+6x+c _ 
a'x'+b'x+e' 

OU 

[a) {a ;j- a )& + pg _ ô)x + £c 'j,_ c] - 0 . 
d'où l'on déduit 

m - -( y H)±^y-tl , H^-')(' , .v~^l 

(3) x_ iî^r^ ■ 

La quantité placée sous le radical est un polynôme du se- 
cond degré en y, que nous représenterons par 

(4) Ay' + By + C, 
en posant, pour abréger, 

A = 6" — 40V, C — i*— 4ac, B = 4(ac' + co') — ait'. 
La variable j; étant réelle, on pourra attribuer à y toutes 
les valeurs qui rendent le trinôme (4) supérieur ou égal à 
zéro, et aucune autre. Il y a plusieurs cas à considérer: 

i" Supposons que ie coefficient A ail une valeur négative. 
La quantité B ! — ne pourra être négative; car, si cela 
avait lieu, le trinôme (4), ayant ses racines imaginaires, 
conserverait le signe de son premier coefficient A (n°157), el 
par conséquent serait négatif pour toutes les valeurs réelles 
de y ^ il aucune valeur réelle de y ne correspondrait une va- 
leur réelle de.r, ce qui est impossible, puisqu'à toute valeur 
réelle de x correspond une valeur réelle de y. La quantité 
B ! — 4AG sera donc supérieure ou égale à zéro. Si cette 
quantité est positive, If! trinôme (4) . ayant ses deux racines 
y' et y" réelles et inégales, sera positif pour toutes les valeurs 
de y comprises entre y' et y", et négatif pour toutes les au- 
tres valeurs de y, Ain^i, dans ce cas, la fraction y variera 
de y' à y" ; la plus petite racine y' sera un minimum, la 
plus grande y" un maximum. 
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Il est facile de le reconnaître à priori : la quantité A ou. 
b'' — ! l a'c' étant négative, le trinôme a'x* -f- b'x + c' ne 
s'annule pas, et par conséquent la fraction conserve une va- 
leur finie pour toutes les valeurs finies de x. Comme elle 

diffère très-peu de la quantité finie ^ pour les valeurs de x 
très -grande s numériquement, on en conclut que cette frac- 
tion reste comprise entre deux limites. 

Si la quantité B' — 4AC était nulle, le irinôme (4), ayant 
ses racines égales, se mettrait sous la forme A {y — y 1 )'; il 
serait négatif pour toutes les valeurs de y, excepté pour 
» = (/'; on ne pourrait attribuer que cette seule valeur à la 
fraction, qui alors serait constante. 11 est facile de voir que, 
dans ce cas, les coefficients des termes correspondants des 
deux trinômes qui composent la fraction sont proportion- 
nels. En effet, y ayant une valeur constante, quelle que soit 
la valeur de x, l'équation du second degré (2), dont les 
coefficients ont des valeurs constantes, est vérifiée par une 
infinité de valeurs de#; il faut donc que les trois coefficients 
soient nuls séparément, c'est-à-dire que l'on ait 

a'y — a — o, liy. — b = o, c'y — c = o, 
et par suite 

a 6 _ c 

«~ v~ ?: 

Réciproquement, quand les coefficients des trinômes 
ax 1 + bx+c, a'x*-\- b'x + c' sout proportionnels, la frac- 
tion a une valeur constante; car, si l'on a ^ = -, = ^ = i , 

k étant la valeur de ces rapports égaux, on en déduit a — ka, 
b — kb', c=kc'. et la fraction proposée devient 
k tfl'aï + b'x + t} 
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On peut supprimer le facteur commun ax* + bx + c' ; alors 
la fraction ne contient plus la variable x et se réduit à une 
constante k. 

a° Supposons maintenant que le coefficient A ait une va- 
leur positive. Si la quantité II* — 4-\C est positive, le tri- 
nôme (4), ayant ses racines y' et y" réelles et inégales, est 
positif pour toutes les valeurs de y inférieures à la plus 
petite racine y', ou supérieures à la plus grande y", et 
négatif pour toutes les valeurs comprises entre les ra- 
cines. La fraction y prendra donc deux séries de valeurs, 
allant, l'une de y'à — ™, l'autre de y" à-j-^; y' est le 
maximum de la première série, y" le minimum de la se- 
conde série. Le dénominateur a'x'.-f b'x-^-c' a ses racines 
réelles et y devient infinie quand x passe par l'une de ces 
racines. 

Si la quantité lï' — 4AC est inférieure ou égale à zéro, le 
trinôme conserve une valeur positive pour toutes les valeurs 
de y. Ainsi, dans ce cas, la fraction parcourt toute l'échelle 
des grandeurs de — c»à-|-<». 

5° Considérons enfin le cas où le coefficient A est nul. La 
quantité placée sous ie radical se réduit à un polynôme du 
premier degré I!y + C , que l'on peut mettre sous la forme 
B(y — y'). Sile coefficient B est positif, la fraction y prend 
toutes les valeurs supérieures à h valeur y, qui est nu mi- 
nimum. Si le coefficient li est négatif, y prend au contraire 
toutes les valeurs inférieures à la valeur y', qui est un 

Le coefficient B pourrait être nul en même temps que A ; 
le coefficient C étant supérieur ou égal à zéro, y prend 
toutes les valeurs possibles. Dans ce cas, l'équation (5) 
devient 

-( %-6)±y'c . 
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d'où l'on déduit 

y ~ aa'z + V ' 

et l'on voit que la fraction proposée se réduit au premier 
degré ; cette réduction a lieu par la suppression d'un facteur 
commun du premier degré. 

476. QuesuqnX. Étant donnés deux cercles qui se cou- 
pent au point A; par ce point on mène une sécante Quel- 
conque BC ; étudier la variation duproduit des deux portion» 
AS et AC de cette sécante. 

Étudions d'abord sur la figure la variation du produit 
Ali x AC. Faisons tourner la sécante autour du point A de 
droite àgauche; sinous 
partons de la position 
AD où elle est tangente 
au grand cercle, le seg- 
ment AB est nul ainsi . 
que le produit; quand 
nous arrivons à la po- 
sition AE où elle est 
tangente au petit cercle, le segment AC s' annulant, le 
produit redevient nul; dans l'intervalle le produit a donc 
passé par un maximum. Si nous continuons le mouvement 
dans le même sens pour aller de la position AE à la posi- 
tion AD, le produit, parlant de zéro pour revenir à zéro, 
passe par un second maximum. 

Supposons que la sécante occupe la position BG; des 
centres 0 et 0', abaissons sur cette sécante les perpendicu- 
laires OF, O'ti, et du centre 0', menons une parallèle OH' 
à la sécante. Appelons a et b les rayons OA, O'A des deux 
cercles, <i la distance 00' des centres, x et y les moitiés AF, 
AG des deux segments de la sécante, / h m le produit de ces 
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deux segmentai 9m*d» première équation 

(,] xy= m . 
Le triangle rectanglè OO'H donne 

d' = <m' + ÛH ! =(x.+ y) : + (OR— O'G)'; 
si l'on développe les carrés, et si l'on observe que 
ÔP'^ 1 '— a*\ W = &'--!/', 

il vient 

d 1 = a' + b> + am — a \Z(a' - x>, (V—f), 

d'où 

V^—XW—,,') = "+ f ^-' i -f m = A + "I, 

en désignant, pour abréger, par A la quantité connue 

a — - — . En élevant au carré, et développant, on a; 

a'b* — 6*.r* ~ ay + *y= (A -f m) 1 , 

ou 

(a) ÙV + a';/' = a'È 1 + m' — (A + m)*. 

Les deux équations (1 et (?) conviennent aussi au cas 
où la sécante occupe la position AB'; seulement, dans ce" 
cas, le segment AC étani porté en sens contraire, sera 
regardé comme négatif, ainsi que le produit m. Dans, le 
triangle rectangle OO'H', le côté O'IÏ' est égal à la différence 
AF — AG', ou à la somme algébrique x-\-y; le côté OH" 
est une somme Or" + O'G', au lieu d'être une différence 
comme précédemment; le signe placé devant le radical est 
donc changé, mais l'élévation au carré donne la même 
équation (a). Puisque, dans cette nouvelle position de la 
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sécante, le produit m est regardé comme négatif, on voit 
que le second maximum géométrique correspond à un mi- 
nimum algébrique. Ainsi le produit m- variera entre un 
minimum négatif et un minimum positif. , - 

Afin de rendre l'équation (a) symétrique par rapport 
aux deux inconnues, nous poserons 

bx = x r , ay = t/, 

prenant pour inconnues nouvelles x'ety 1 -, les équations (1) 
et (a) deviennent ainsi 

(3) aty = abm, 

(4) x* + y* = a'È' + m' - (A + m)'. 

On connaît le produit des deux inconnues et la somme 
de leurs carrés. Si à la seconde équation on ajoute la pre- 
mière multipliée par s, il vient 

(x' + >j'f = (ab + mY-(A + my, 

d'où 

x' -f y' = -± V(<"*~ A ){«* + A + am). 

De même, si de la seconde équation on retranche la pre- 
mière multipliée par a, il vient 

W- yj = [ab-mf — (A + m}', 

d'où 

x' — y'= ± t/[a& + \){ab — A — im). 

Si l'on remplace A par sa valeur, les deux expressions 
précédentes deviennent 

(5) 3f+ 1/=±'- vV— 1«— *]1K«+ *)"— 4"] ■ 

(6) x'-y'=^\( a +b)>~d*][d>-{a-b)*-ttm]. 
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Pour que la question soit possible, il est nécessaire et il 
sufiit que les deux radicaux soient réels. Nous remarquons 
d'abord que, puisque la distance des centres est plus petite 
que la somme des rayons et plus grande que leur diffé- 
rence, les deux quantités 

(a+b)'— d', i*~ (a — b) 1 

sont positives ; en représentant, pour abréger, par p et q 
ces deux quantités positives, on a 

3f — y' = ± i V7>(<? — 4»0 ■ 

Le premier radical est réel, si 4m est plus grand que — p, 
le second, si 4m est pins petit que q. Donc le produit des 
deux segments de la sécante varie du minimum — p au 
maximum + q. 
Si l'on fait 4m = q, on a x' — g' = o, et par suite bx =ay, 

ou ï = |; les deux segments AB et AG étant proportion- 
nels aux rayons, les deux triangles OAB, O'AC sont sem- 
blables, les rayons OA, O'C sont parallèles, et par consé- 
quent la sécante passe par le centre de similitude externe 
des deux cercles. De même, si l'on fait 4m = — p, on a 
x' -f y = o ; la sécante AB' passe par le centre de simi- 
litude interne. Ainsi le produit acquiert son premier maxi- 
mum, quand la sécante passe par le centre de similitude ex- 
terne ; il acquiert son second maximum numérique, quand 
la sécante passe par le centre de similitude interne. 

177. Question XI. Alvéole des abeilles. Étant donné un 
prisme droit ayant pour base un hexagone régulier, prenons 
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sur le prolongement. de l'axe^'O du prisme (fig. i) unpoint 
b ''V arbitraire S: par ce point et 

les trois côtés du triangle equit 
latéral ACE, que l'onobtienten 
joignant, deux àideuxles som- 
mets de 3a base supérieure, 
menons trois plans ; ces plans 
détachent du prisme hexago- 
nal trois tétraèdres BACG, 
DCIiH, FAEK,etles remplacent 
par le tétraèdre SACE placé 
au-dessus du prisme; nous 
formons ainsi le solide repré- 
senté par la figure 2, qui se 
termine à sa partie supérieure, 
par une sorte d'hexagone gauche, réunion des trois losanges 
qui aboutissent au sommet S. 

Il est aisé de voir que le vo- 
lume du solide ainsi formé est 
constant, quelle que soit la po- 
sition du point S sur le pro- 
longement de l'axe du prisme. 
En effet,, les deux losanges 
SAGC, OABC {fi$. i) ayant une 
diagonale commune AC, les: 
deux autres diagonales SG. 
et OB' passent par le meinei 
point L,. milieu de AC; les., 
triangles rectangles LBG , LOS 
sont égaux, et l'onaBG =OS- Il en. réstdte que le tétraèdre: 
G ABC détaché du prisme, et le tétraèdre ajouté SAOC, 
sont égaux, comme ayant leurs bases égales ABC, AOC, 
et aussi leurs- hauteurs égales BG et OS. Ainsi la 
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des troiJ parties détachées du prisme est égale à la pyra- 
mide ajoutée SAGE. 

Considérons maintenant la surface du solide. Appelons 
a le côté A'B' de l'hexagone régulier, / la longueur de 
l'arête KM du prisme primitif, x la distance arbitraire OS. 
La surface latérale du solide que nous étudions, se compo- 
sant de six trapèzes tels que AAB'G, a pour mesure 

5(AA'+ GB')xATF = 3n(a/— x). 
Les trois losanges qui terminent le solide ont pour mesure 

? = 5AC X SL = 3« Ji v/^+i' 

Ainsi la surface totale du solide, abstraction faite delà base 
inférieure, a pour expression 

5«( 2/ — x) + 3o y '3 \J x* + | l • 

Cherchons la valeur de x pour laquelle cette surface est 
égale a une surface donnée que, pour simplifier, nous re- 
présenterons par ôum; nous avons l'équation 

ou 

A l'inspection de cette équation, on voit que le premier 
membre étant plus grand que x, la quantité m — h/ est 
positive; si on ^représente par m', l'équation devient 

[■) 0*' + î£ = ».' + *. 

En élevant au carré, on obtient l'équation du second degré 
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M = 

4 

Les racines seront réelles si la quantité positive m' satis- 
fait à la condition 

«■•>"-, 

ou plu3 simplement 

Tant.que l'on a m' < -X-, l e produit étant positif, les 

deux racines de l'équation (a) sont positives et conviennent 
à l'équation (i) ; on a deux solutions du problème. Quand 

on a m' = l'une des racines est nulle, l'autre positive ; 

on a encore deux solutions, l'une d'elles est le cylindre non 

modifié. Enfin, quand on a m'> -^-i l'une des racines est 

positive, l'autre négative : la racine positive convient évi- 
demment à l'équation (i) ; la racine négative y convient 
aussi ; car elle est comprise entre les deux quantités o et 
— m' qui, mises à la place de x dans le premier membre 
de l'équation (a), donnent des résultats de signes con- 
traires. Si l'on attribue à m' sa valeur minimum on a 
a 

On conclut de là que, si l'on fait varier x de — Ik + ~ j™, 

la surface va en diminuant continuellement, et qu'elle 

augmente ensuite, quand x croit de 4- ^~ à + î; elle 
4 

, . . aJZ 

passe donc par un minimum pour x = — *— . 
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Les abeilles construisent leurs cellules sur ce plan. 
L'entrée de l'alvéole est un hexagone régulier A'R'C'D'ET 
{fig. a); le fond est formé de la réunion de trois facettes 
planes inclinées de manière que 3a surface soit minimum. 
11 y a ainsi économie de cire. Les alvéoles sont placées les 
unes à côté des autres en doubles rayons, les ouvertures 
tournées en dehors, et les fonds se touchant exactement, 
de manière qu'il n'y ait pas d'intervalle vide entre elles et 
que chaque cloison serve à deux cellules voisines. 

178. Question XII. Partager un nombre donné en plu- 
sieurs parités de manière que le produit de ces parties soit 
maximum. 

Pour fixer les idées, supposons que l'on partage le nom- 
bre donné positif a en trois parties positives x, y, s, dont 
chacune peut varier de o à a. Le produit, devenant nul 
quand l'un des facteurs est nul et conservant une valeur 
finie positive dans cette étendue, admet évidemment un 
maximum ; il est aisé de reconnaître que ce maximum a 
lieu quand les trois facteurs sont égaux entre eux, c'est-à- 
dire quand x = y = z = %. En effet, supposons que deux 

des facteurs, par exemple x et y, diffèrent; fixons le troi- 
sième facteurs, et faisons varier les deux premiers facteurs 
x et y, dont la somme o — 2 est alors constante, de ma- 
nière à les rendre égaux entre eux ; il est clair que nous 
augmenterons le produit xy et par suite le produit xyz; 
ainsi, tant que deux facteurs diffèrent, on peut les modifier 
de manière à augmenter la valeur du produit; le produit 
::'arrive donc à sa valeur maximum que lorsque les trois 
facteurs sont égaux entre eux. 

Applications : 1° L'aire d'un triangle est exprimée par la 
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formule 

M*>— «)(/> — à)(p—c), 
dans laquelle- a, b, c désignent les trois côtés et xp le pé- 
rimètre Sil'on fait varier les fiâtes de manière que Jepérï- 
mètre Teste constant, La somme des trois facteurs variables 
p — n, -p — 6, p — c restant constamment égale à p, leur 
produit sera maximum quand ces trois facteurs seront égaux 
entre eux, c'esW»-dire quand a = b = c. Ainsi, de tous Us 
triangles ayant même périmètre, leplus grand est le triangle 
équilatéral. 

s s Étant données n quantités a,b,c,...,, toute quantité 
plus grande que la plus petite et plus petite que la plus 
grande des quantités données est dite une moyenne entre ces 
quantités. 11 est clair que la quantité 

.. ' a + b + r + 

n 

est une moyenne entre les quantités données ; on l'appelle 
moyenne arithmétique. Supposons que les quantités données 
soient toutes positives, l'expression 

$ abc 

sera aussi uni: moyenne entre ces quantités; on lui a donné 
le nom de moyenne iiéoméinque. Il est aisé de démontrer 
que la moyenuearitbméiique est plus grande que la moyenne 
géométrique. Nous voulons faire voir que l'on a 



ou, en élevant les deux membres à la puissance n, 
/« + 8 + c+ y , 
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Le premier membre est le produit de n facteurs égaux 

à a ~K 6 + c +■■■ j a 50mme de ce3 f^teura est 
n 

a + à+c + ; 

le second membre est un produit den facteurs inégaux dont 
la somme est aussi a -(-■'(/ + c ; la somme des facteurs 
étant la même de p;irt et d'autre, le premier produit, 
dont tous les facteurs ■ sont égaux, est plus grand que le 
second. 

179. ik marque. Dans la question précédente, nous avons 
supposé que les facteurs variables et positifs ne sont assu- 
jettis qu'à la condition 

x+y + x + =a 

d'avoir une somme constante ; chacun des facteurs varie de 
o .à a, et on peut les prendre tous arbitrairement, excepté 
un. Dans ce cas, nous avons vu que le produit est maximum, 
quand tous les facteurs sont égaux. La même propriété 
subsiste quand, outre la condition d'avoir une somme con- 
stante, les facteurs variables sont assujettis à vérifier d'au- 
tres relations, pourvu, toutefois, que les nouvelles rela- 
tions permettent de rendre tous les facteurs égaux entre 
eux. l'our fixer les idées, bornons-nous au cas de trois 
facteurs, et supposons que ces trois facteurs positifs soient 
assujettis à vérifier les deux conditions 



Imaginons d'abord que l'on fasse abstraction de la rela- 
tion (a) et que l'on donne aux trois facteurs x, y, z tous 
les systèmes de valeurs positives qui vérifient la relation (i) ; 



Dlçitized by Google 



240 



LIVRE III. — CHAP. III. 



la plus grande valeur du produit xyz sera la valeur — , 
qui a lieu quand on fait x — y = z = ^. Si , maintenant, 

on tient compte de la relation (a) , il faudra, parmi les sys- 
tèmes de valeurs de x, y, s qui vérifient la relation (1), 
prendre seulement ceux qui vérifient en même temps la 
relation (2) ; le produit xyz ne passera plus par toute la 
série des valeurs qu'il avait précédemment, mais seulement 
- par une partie d'entre elles ; il est évident que le maximum 
de la série partielle ne pourra, dans aucun cas, surpasser le 
maximum de la série totale considérée précédemment ; le 
plus souvent même il sera moindre. Si les trois facteurs 
peuvent devenir égaux entre eux, ce qui a lieu quand 6=aa, 

le produit acquerra la valeur maximum — ; mais si 6 dif- 
fère de aa, les trois facteurs ne pouvant être rendus égaux 
entre eux, le produit n'atteindra pas la valeur — ; son 
maximum sera plus petit que 5- ; dans ce cas, pour déter- 

miner-le maximum, il faut recourir à une autre méthode 
qui sera exposée dans le Cours de mathématiques spéciales. 

180. Question XIII. Partager le nombre a. en deux parties 
x et y teïlei que ie produit x™ y" soif maximum. 

Nous pouvons écrire ce produit sous la forme 

3f il" 

= m"n" — x^. 

Faisons abstraction du facteur constant m" 1 n", et considé- 
rons seulement l'expression variable 

-.x'-.. 

m" r" 
que l'on peut écrire ainsi : 
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fi' est le produit de m + n facteurs, dont m sont égaux à j?, 
et n égaux à -; la somme de tous ces facteurs 




est constante, puisque x + y = a ; d'ailleurs tous ces (ac- 
teurs peuvent être rendus égaux entre eux; donc le pro- 
duit acquerra sa valeur maximum, quand tous les facteurs 
seront égaux entre eux, c'est-à-dire quand on aura 

Ainsi il faut partager le nombre o en deux parties propor- 
tionnelles aux deux exposants m et ». 

Applications, i* Étant donnée une feuille de carton car- 
rée AI1CT) , si après avoir mené des 
parallèles aux quatre côtés à la même 
" 0 dislance, on enlève les petits carrés 
dans les angles et qu'on relève les 
portions rectangulaires telles qué 
— EKLF, on forme une botte à fond 
* * L * carré EFGH. Appelons aa le côté AB 

de la feuille de carton et x la distance A£ à laquelle on 
trace les parallèles; la boite a pour base un carré dont le 
côté EF est 90 — sx ou a(o — s): sa hauteur est x; le 
volume a pour expression 

Sfa— x)*x. 

Quand x varie de o à a, le volume, qui est nul pour x=o, 
augmente d'abord, pour diminuer ensuite et redevenir nul ; 
il passe donc par un maximum ; la somme des deux fac- 
teurs variables a — x et tétant constante, ce maximum 



aura lieu quand ces deux facteurs seront proportionnels 
aux exposants s et 1 , c'est-à*-dire quand on aura 



d'où 

i a ... 

Ainsi, pour obtenir la botte la plus gronde, il faut partager 
le côté AB en six parties égales et mener les parallèles par 
les premiers points de division. 

n° Quel est le plus grand îles cylindres circulaires droits 
qui ont une surface donnre? Appelons x le rayon de la base 
du cylindre et y la hauteur, désignons par ana' la surface 
totale et par V le volume; on a 

[■) V^wry 
Si dans l'expression du volume on remplace y par sa va- 
leur 

B ^ 

tirée de. l'équation (i), il vient 
(4) Y— 

L'équation (3) fait voir que x peut varier de 0 à a; le 
volume, partant de zéro pour revenir à zéro et conservant 
une valeur finie, passe nécessairement par un maximum. 
Le volume aura sa plus grande valeur, quand le produit 
as- (a' — as') ou>son carré ^'(o* — .z')' sera maximum, lïn 
regardant X* comme la variable, nous avons deux facteurs 
variables x 1 et a* — x'* dont la somme est constante; le 
maximum a lieu quand ces facteurs sont proportionnels aux 
exposants i et 2, c'est-à-dire quand on a 
x' o 1 .— & a' ■ 
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d'Où 




Ainsi, de tous les cylindres de même surface totale, le 
plus grand est celui dnnt la hauteur égale le diamètre de 
la base. 

Î6i> Remarque. Un grand nombre de questions de maxi- 
mu* et rie minimum se correspondent deux à deux, de 
telle sorte qu'à un maximum dans l'une se rapporte un 
minimum dans l'autre. Soient a et « deux quantités varia- 
bles, telles qu'a chaque valeur de n correspondent une sÈrïè 
de valeurs de t et à chaque valeur de u une série de valeurs 
de w. Appelons b la plus grande des valeurs de w qui corres- 
pondent à une même valeur adeu, et h' la plus grande des 
valeurs de i> qui correspondent a une autre valeur a' de m ; 
nous supposons que, si la seconde valeur a 1 attribuée à u 
est plus petite que u, le second maximum b' est plus petit 
que le premier b. Inversement, je dis que a est la plus* 
petite des valeurs de u qui correspondent à la valeur, b 
attribuée à ». On remarque d'abord que a est l'une de ces 
valeurs; d'autre pari, il est impossible que u prenne une 
valeur a' plus petite que n ; car les valeurs de v qui cor- 
respondent a cette valeur a! de w étant toutes égales ou 
inférieures a la quantité 6' qui est plus petite que b, au- 
cune d'elles n'est égale à b. 

De môme, appelons b la plus petite des valeurs de v qui 
correspondent à une valeur a de u, et f/la plus petite des 
valeurs de v qui correspondent à une autre valeur «' de u ; 
si <j' est plus grand que «, nous supposons le second mi- 
nimum 6' plus grand que îe premier b. On démontrera delà 
înême manière que, inversement, a est la plus grande des 
valeurs de u qui correspondent à la valeur 6 de », 

Ainsi quand les deux quantités variables u et v ont des 
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valeurs a et b telles que b soit la plus petite ou la plus 
grande des valeurs de c qui correspondent à la valeur a de «, 
si 6 augmente ou diminue avec a, inversement a est la plu* 
grande ou la pltw pefife des valeurs de « qui correspondent 
à la valeur b de ». 

Supposons, par exemple, que « et v désignent le périmètre 
et la surface d'un rectangle. Comme il existe une infinité de 
rectangles ayant même périmètre, à une même valeur du 
périmètre m correspondent une infinité de valeurs de la 
surface v. De môme, comme il existe une infinité de rec- 
tangles ayant la même surface, à une même valeur de v 
correspondent une infinité de valeurs de u. Nous avons vu 
(n° 1 65) que, de tous les rectangles ayant même périmètre a, 
le plus grand est le carré ; appelons b l'aire de ce carré ; il 
est évident, d'ailleurs, que l'aire b dacarré diminue avec 
son périmètre a. On en conclut que, inversement, de tous 
les rectangles qui ont même surface b, ce carré est celui qui 
5 a le plus petit périmètre a. 

Nous avons vu aussi (n D 179) que, de tous les triangles de 
même périmètre, le triangle équilatéral est le plus grand. 
D'ailleurs l'aire du triangle équilatéral diminue avec son pé- 
rimètre. On en conclut que, de tous les triangles de même 
surface, le triangle équilatéral est celui qui a le plus petit 
périmètre. 

Nous avons supposé, dansla démonstration du théorème 
précédent, que b augmente ou diminue avec a ; si 6 aug- 
mentait quand a diminue, on considérerait le3 quantités va- 
riables « et -. A -un maximum de m correspondrait un mi- 
nimum de et par suite un maximum de v. 
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COTATIONS RÉDUCTIBLES AU SECOND DEGRÉ. 



Équation» bicarrées. 

182. On nomme équatioii3 bicarrées, des équations du 
quatrième degré qui ne renferment que les puissances 
paires de l'inconnue. La forme générale de l'équation bi- 
carrée est 

(i) az' + bx' + c = o. 

Si l'on pose x* = y , prenant pour inconnue nouvelle y, 
'équation se ramène à l'équation du second degré 



Chacune des deux valeurs de y donne pour x deux va- 
leurs égales et de signes contraires. Ainsi l'équation bicarrée 
admet quatre racines, égales deux à deux et de signes 
contraires. : 

Si l'équation (a) a ses deux racines réelles et positives, 



m 

On en déduit 




Mais comme x=dz\fy~, on a finalement 
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l'équation bicarrée a ses quatre racines réelles. Si l'une 
des racines de l'équation (y) est positive, l'autre négative, 
l'équation (i) admet deux racines réelles et deux imagi- 
naires. Si les deux racines de l'équation (y) sont négatives 
ou imaginaires, les quatre racines de l'équation (i) sont 
imaginaires. 

Exemples. 

183. Question I. Hésoudre les deux équations 

xy= G, 

En tirant de la première 

0 

et substituant dans la seconde, on arrive à l'équation éo . 
quatrième degré bicarrée 

a^+to'-r 36 

d'où l'on déduit 

« =±v /5îpS =±v /E!p. 

Les deux valeurs de sont réelles, l'une positive 4> 
l'autre négative — 9; la valeur positive donne pour x 
deux racines réelles 

;r = ±a; d'où y — ±3; 
la valeur négative donne deux racines imaginaires 

$ ^fcStj d'où y == as 3p ai. 

184. Question II. Déterminer un cône circulaire droit 
connaissant sa surface totale et son volume. 
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Désignons par x le rayon de Ja base, par y le côté, et 
représentons par fea' la surface et par ^ité" le volume du 
cône, nous avons les deux équations 
(') x'+xy=.',a\ 

Si, dans la seconde équation, on remplace y par sa valeur 

tirée de la première, on obtient l'équation 
(4) as v>*- . 

qui, par l'élévation au carré, devient l'équation bicarrée 

Cette équation aura deux racines réelles et positives, si 
la condition < — est remplie. Chacune de ces racines 
vérifiant l'équation (4) et rendant le radical réel, est 
moindre que a^s, et par suite donne pour y une valeur 
positive plus grande que x;on a ainsi deux solutions. 

Quand on a d B — —, les deux racines sont égales et l'on 

a X =■ a, y = 3a. 

Si l'on suppose que la surface totale du cône soit con- 
stante et que l'on fasse varier le volume, on voit que le 
volme acquerra sa valeur maximum, quand le cûté du 
cône sera égal à trois ibis le rayon de la base. 

Au reste l'étude de la variation du volume se ramène à 
celle d'un polynôme du second degré. On a, en effet, 



248 ' UVBH III. — CUAP. IV. 

Quand x croît de o à a, et de a à a\fl, le volume aug- 
mente de zéro à sa valeur maximum pour diminuer ensuite ■ 
jusqu'à zéro. 

185. Question lit. Dans une sphère donnée, imcrire un 
cylindre ayant une surface totale donnée. 

Appelons r le rayon de la sphère, x le rayon de la base 
du cylindre, 2y sa hauteur, et représentons la surface to- 
tale par 4™*. Nous aurons les deux équations. 

(i) x*+y\=t*, 
(i) ara' + 4"^ = (Jiw*. 

Si, dans la première équation, on substitue la valeur 

' sa* — x* 

tirée de la seconde, on arrive a l'équation bicarrée 

(4) 5^-4(a' + rV + 4" t = o, 

d'où l'on déduit 



(5 ) , = 0g±a^jg gEg. 

La valeur de se devant être positive, il est inutile d'écrire le 
signe ± devant le grand radical. 

Pour que 3' équation (4), du second degré en x', ait ses 
racines réelles, il est nécessaire que l'on ait 
(«' + >■'}'> 5a', 

ou 

a , -r-t J >o , v/5. 
Il en résulte la condition 



1 
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^ 4 ' 

Si cette condition est remplie, les deux valeurs de a;' sont 
réelles et positives. Appelons x" la plus petite, x"' la plus 
grande. 

Si l'on substitue chacune de ces valeurs dans l'équa- 
tion (3) , ou aura pour y deux valeurs correspondantes y' et 
y". Mais la valeur de y doit aussi Être positive ; il faut donc 
que l'on ait 

x' < aa\ 

Quand on remplace x 1 par aa\ le premier membre de l'é- 
quation (4) devient égal à 8a* (aa* — r 1 ). Si a' < le ré- 
sultat étant négatif, la plus petite racine x' 1 , est inférieure 
à -sa' et donne une solution du problème; la plus grande, 
élant supérieure à aa', ne convient pas à la question. Si 

o' > —, les deux racines sont toutes deux, ou inférieures, 
ou supérieures à ao 1 ; mais elles ne peuvent être supérieures 
à aa', puisque leur produit est égale à donc elles sont 

inférieures à aa', et donnent deux solutions de la question. 

En résumé, pour que le problème soit possible, il faut 
que la surface totale du cylindre soit plus petite que 
Tir" [\Jâ + i). Si cette surface est plus petite que snr 1 , le 
problème admet .une solution ; si la surface est plus grande 
que aitr*, tout eu étant moindre que le maximum, le pro- 
blème admet deux solutions. 

On voit par là que, lorsqu'on fait varier le rayon x du 
cylindre de o à r, la surface augmente de o au maximum 
itrfyS+i), pour diminuer ensuite de ce maximum à ater*. 
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* Transformation des expressions 
de la forme y'a± i/'b. 

186. Les quantités i ira lionne Iles de cette forme provien- 
nent, comme nous l'avons vu, des équations bicarrées; il est 
possible quelquefois de les transformer en une somme ou 
en une différence de deux radicaux simples, et ceci offre 
un certain avantage en rendant le calcul plus simple et plus 
facile. Mais nous allons d'abord établir un principe qui nous 
servira. 

Lorsque deux quantités incommensurables de la forme 
a± \'b, hs lettres a et b désignant deux quantités commen- 
surables, sont égales^ les parties commenstirables sont égales, 
ainsi que tes parties incommensurables. Je dis, par exemple, 
que l'égalité 

dans laquelle les lettres a et a' désignent des quantités com- 
inensurables quelconques, b et 1/ dc.-= quantités <io m m en su râ- 
bles non carrés parfaits, ne peut avoir lieu que si l'on asépa- 
rémenta=.o',ii=6'.E]] effet, de l'égalité précédente, ondéduit 

^ = {"'~") + ^, 
et, en élevant au carré les deux membres, 

Si a était différent de a', on aurait 

et la quantité incommensurable v /6' serait égale à une quan- 
tité commensurable, ce qui est impossible. 11 faut donc que 
l'on ait a = a' ; mais alors on a aussi 6 = 6'. 
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187. Proposong-nous maintenant de transformer l'expres- 
sion sj a + \jb , dans laquelle a et 6 désignent des nombres 
positifs commensurables, eu une somme de deux radicaux 
simples. Posons donc 

Nous voulons que les deux nombres cherchés x et y soient 
commensurables. En élevant les deux membres au carré, 
on a 

a -rV & = 3" + y + ? V*y. 
En vertu du principe précédemment établi, cette égalité ne 
peut avoir.lieu que si l'on a séparément 

Nous connaissons 3a somme et le produit des deux incon- 
nues ; ces deux inconnues sont donc les racines de l' équa- 
tion du second degré 



On voit que les nombres cherchés sont commcnsurables 
lorsque la quantité a 1 — h est un carré parlait. En dési- 
gnant par k' ce carré, on a ainsi 



La transformation de l'expression ya — \b 
de la même manière. On posera 
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d'où l'on déduit 

a — \/ï = x + y — a \xy , 

el par suite 

4a;y = *. 

Les valeurs de x et de y sont donc les mêmes que précé- 
demment. La transformation sera possible si la quantité 
a* — b est un carré parfait. En désignant par Jt* ce carré, 
on a 

Applications. 1° Transformer l'expression ^7 + 7*^* 
La quantité 7* — i3 ou 36 étant égale au carré de 6, la 
transformation est possible et l'on a 




a° Transformer l'expression ^6 — a V 5 ■ On ' a mettra 
sous la forme \f& — \fîô, en faisant passer le facteur s 
sous le radical. La quantité G 1 — so on 16 étant égale au 
carré de 4 1 la transformation est possible et l'on a 

v ^S = y«E_ v /l=l = ^_ 1 . 

* Equations trinômes. 

188. Considérons une équation de la forme 
(t) ox™ + bx m +c = a. 

En posant x"= y, on est ramené à l'équation du second 
degré 

(à) ojf'4-fiy4-c=o. 
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Une fois les valeurs de y connues, on obtient celle de x 
par la formule 

(5) r=ÇÇ. 
11 y a plusieurs cas à examiner; 

î* Si m est pair, toute valeur positive de y donne 
pour x deux valeurs réelles, égales et de signes contraires. 
Mais une valeur négative de y ne donne pour x que des va- 
leurs imaginaires; car les puissances paires des quantités 
réelles, positives ou négatives, sont toujours positives. C'est 
ce que nous avons vu dans la résolution des équations bi- 
carrées. 

a- Si m est impair, toute valeur réelle de y donne pour x 
une valeur réelle de même signe et une seule. Soit, par 
exemple, l'équation 

x'— igx 1 — ai6 = o; 
l'équation du second degré 

y_, 9r _ a ,6 = c 

que l'on obtient en posant x*=y, a pour racines — 8 et +27 
l'équation proposée admet les deux racines réelles — a et-f-â. 

Outre les racines réelles dont nous venons de parler, 
l'équation admet encore des racines imaginaires dont il sera 
question plus tard. 

Exercices sur le livro III. 

Qdistios t. Trouver le point également éclairé par deux lumières eut la 
droite qui les joint. 

Question 11. Partager un trapèze en deux parties équivalentes par une 
drolle parallèle aux deux bases. 

Questio» III. Dans un cercle inscrire un rectangle avant une aire donnée. 
= Maximum de ce rectangle. 

Jtej»n» .- Le rectangle maximum est le carré. 

Question IV. Tramer les cotés d'un iriangte «etingle, connaissant le pé- 
rimètre et la surface. 
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Question V. Trouvât lea coté» d'un triangle rectale, wro haïssant l'hy- 
poténuse lit la somme obtenue en ajoutant la hauteur aux deui eûtes de 
l'angle droit. 

Question VI. Trouver les cotes d'un triangle rectangle, connaissant la 
hauicur et la somme des cotés de l'angle droit. 

Question Vil. Trouver les cotés d'un triangle rectangle, connaissant le 
périmètre cl la somme de l'hypoténuse et de lu hauteur. 

Quïstiok Vlft. Coaparune sphère par nu plan, de telle aorte que le seg- 
ment déiaehé ait un volume caalc an ™rn> ajaul pour sommet le cintre de 
le sphère et pour base la section faite dans la sphère par le plan. 

jtipatits On mènera le plan sécant à une distance du centre égal au pins 
grand segment du rayon partagé en moyenne et entréme raison. 

Question 1\. Dans un cône droit. Inscrire un cylindre ayant une surface 
latérale donnée. — Masimum rte cette jiurface. 

JtépoiK! La surface latérale est maximum nnand la linuteurdu cylindre 
est moitié de celle du cône. 

Questios X. Dans un triangle Isocèle inscrire un rectandj avaut un? sur 
Dkc d»nné«: 

Question XI. Circonsotire ù un. rectangle un triangle isocèle ayant une 
surface donnée. 

Question XII. Déterminer un triangle isocèle connaissant les deux côtés 
égaux et la surface. 

Question XIII. Un hexagone est formé par de? triimsles iîocfcli's i'?am. 
ploies Biir les côtés d'un iiiancln cquilalèral. Déterminer cet hexagone erm-' 
tiai ^.'i rit h' périmètre et la surface. 

Question XIV. On forma un octogone en enlevant sur les angles d'un 
carré quatre triangles rectangles isoiiclts cçain ; iléli'riuincr cet octogone 
connaissant le périmètre cl la surface. ' 

question XV. lléterminer un secteur circulaire connaissant le périmètre 
et la surface. 

Question XVI. Etant donné un prisme droit a base carrée, on joint deux 
à deux lis milieux des cotés de la base supérieure; par un point pris sur le 
prolongera™ 1 de l'axe du prisme et les uualro uilesdu carré inscrit an mène 
ries plans qui détachent du prisme quatre tétraèdres, et qui les remplacent 
par une pyramide» base carrée placée au-dessus du prisme. Démonirer que 
le volume du solide ainsi fnrmé est constant, et déterminer la poEllIon du 
sommet sur l'axe, de manière une in surfaix ail une valeur donnée. 

Question XVII. Riant donnés un cercle, un point A sur la circonférence, un 
point II sur le diamètre qui passe en A : on joint les deux points fixes A et B 
ù un point quelconque 11 do la circonférence; déterminer lit position du 
point 51 de nimiii're que la Hime brisée AM + MB ait une longueur donnée. 

Question XVI11. Étant donné un vase cylindrique plein d'air, dans lequel 
pénètre un [uie vertical j par le tube ou verse une certaine quantité d'eau ; 
dëlerminer la hauteur a laquelle s'élèvera le niveau de l'eau dan» levaae 
et dans le tuba. , 

Question XIX. Déterminer les côtés d'un triangle rectangle, connaissant 
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lu périmètre et la somme îles surfaces engendrées par les. deux cités d.; 
rnrrsilo droit tournant autour de l'hypoténuse. 

Question XX. Dans un demi cercle Inscrirt un trapèze de périmètre donné. 
= Maximum île ce périmera. 1 

Question XXI. circonscrire a une sphère un cène don! la base repose hit 
un plan diamétral cl qui ait une surface donnée. = Minimum de celle 

Kèpmu : Le cène dont la surface tolaie est minimum est celui quia pour 
section un triangle équiperai. Celle surface minimum égale celle de la 

Question XXII. Un cercle étant inscrit dans un ancle droit, mener a ce 
cercle une tanecnle telle que le Irianpi ainsi furmé ait une surface donnée. 
= Minimum et maximum de celle turface. 

Qulstion XXIII, Par itn putnl donné dans l'Intérieur d'un cercle, mener 
dPii* cordes rcclaiitu -aires tcllfs qu'en jmiinain leur; extrémités on forme 
un quadrilatère ayant une nlrc donnée. 

Question XXIV. ,Wee un levier pesant de féconde espèce, du veut sou- 
lever un poids donné appliqué à point donné. Quelle longueur faut-il 
donnerai! levier pour que la puissance soil minimum, en tenant compte 
du poids de levier? ( 

Question XXV. Cflne maximum inscrit dans une fphère. 

Question XXVI. Trianïle isfi'éle minimum inscrit dans un cercle. 

\Ji:rsii.-N NXVfl. On riiiiimnirr il faire mouvoir le piston d'uncTiompe 
aspirante. Trouver a quelle hauteur .'élèvera l'eau dans le tuyau li'n.-piretinn, 
après le pn-in er, le «ceoud, le troisième... euup do piston. 

Application nunénow. La section du corps de pompe est de 0,(11 mètre 
carré , eelle du tuyau ilVpir.iihui de ii.nnî ; lu course du piston dctl*,4, la 
longueur du tuyau d'aspiration de 8 mètres. On représentera la pression 
:i [;,-,■)- ii liélii) ni' pur une Pilonne île 1~,330. 

On trouvera pour l'élévation de l'eau, après chaque coup de piston: 

1" coup. . ~ 1,07 1,01 

V I,0B 2,IC 

3* 1,(19 ÛI 

V 1,11 4,30 

S' 1,1* i,bO 

6' 1,18 0,(18 

■■• 1,19 7,07 

ta pompe fonctionnera après le huitième coup de piston. 

Question XXVIII. Dans une sphère mener un plan BC tel quo le volume 
du cène A1!C circonscrit soit divisé en deux parties 1 égales par la ca- 
lotte I5UC. Plus généralement dans un rapport donné. 
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CHAPITRE PREMIER. 

PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES. 

Définition. 

189. On appelle progression arithmétique une suite de 
quantités telles que la différence entre deux quantités con- 
sécutives est constante. Ces diverses quantités sont les 
termes de la progression. L'excès d'un ternie quelconque 
sur le précédent se nomme raison de la progression. 

La progression est croissante, lorsque les termes vont en 
augmentant. Dans ce cas, la raison est positive. Ainsi la 
progression croissante 

va- 5.8.ll.l4.l7.ao 
a pour raison + 5. 

Au contraire la progression est décroissante, lorsque les 
termes vont en diminuant. Dans ce cas, la raison est néga- 
tive. Ainsi la progression décroissante 

rio. 17.14.11.8.5.3 

pour raison — 3. 
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Théohème f. 

190. Dans une progression arithmétique , un terme de 
rang quelconque égale le premier plus autant de fois la rai- 
son qu'il y a de termes avant lui. 

Appelous a, b, c, d,.. les différents termes de la pro- 
gression, r la raison. D'après la définition même de la pro- 
gression, le second terme égale le premier, plus la raison, 
b = a + r. 

Le troisième terme égale le second plus la raison, et par 
conséquent le premier plus deux fois la raisoD, 
c=b-\-r = a + r-\-r = a-t-nr. 

Le quatrième terme égale le troisième plus la raison , et par 
conséquent le premier plus trois fois la raison, 
(!) d=c+r= a +ir + r=a + br, 

et ainsi de suite. En général le tenue qui occupe le n' nmg, 
et qui par conséquent en a n — 1 avant lui, égale 



Ainsi la progression arithmétique peut être mise sous la 
forme 

ïa.a + r.a-\-ir.a-+-3r 

l&l. Remàrqul. Les termes d'une progression arithmétique 
croissante augmentent indéfiniment, de manière a devenir 
plus grands que toute quantité donnée. En effet, le terme 
de rang n sera plus grand que la quantité donnée A, si l'on a 

a + (*-.)r>A, 
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et, en divisant par le nombre positif r, 



A — a 



n— i > 



A—. 



Ainsi, dès que le rang surpasse la quantité 



A — a 



terme surpasse la quantité A, si grande qulelle soit. 

Considérons, par exemple, la progression croissanle. in- 
définie 



Pour avoir un terme plus grand que 1000, on prendra 



Le 534' terme est plus grand que 1000. 

192. Insérer entre deux quantités données, un certain 
nombre de moyens arithmétiques. On appelle moyens arith- 
métiques, insérés entre deux quantités données, des quan- 
tités qui forment une progression arithmétique dontles deux 
quantités données sont les deux extrêmes. La question' re- 
vient à trouver la raison de la progression. 

Soit à insérer n moyens arithmétiques entre les deux 
quantités, a et 6. Le terme h de la progression égale le pre- 
mier terme a, plus autant de fois la raison qu'il y a de 
termes avant lui, c'est-à-dire plus n -f- î fois, la raison. On 
a donc 



c'est-à-dire 




d'on l'on déduit 
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Ainsi, on obtient la raison de la progression en divisant 
fa différence des deux quantités données par le nombre des 
moyens à insérer plus un . 

Si, par exemple, on veut insérer 5 moyens entre le3 deux 
nombres 2 et 20, on prendra 




et l'on formera la progression 

Théorème U. 

19Ï. Si, entre deux termes co}isécutifs d'une progression 
arithmétique, on insère le même nombre de moyens, les pro- 
gressions partielles ainsi obtenues forment une seule et même 
progression. 

En effet, puisqu'on insère le même nombre de moyens 
entre deux termes consécutifs, et (jue la différence de ces 
deux termes est constante, la raison est la même dans toutes 
les progressions partielles ; et comme le dernier terme de 
chacune d'elles est le premier de la suivante, ces progres- 
sions partielles se continuen l de manière à ne former qu'une 
seule et même progression. 

Théorème 111. 

19â. Dans toute progression arithmétique, la somme de 
deux termes également distants des extrêmes est constante. 
Soit la progression 

ia.b.e h.k.l. 

Je considère le second terme et l' avant-dernier ; le second; 
terme égale le premier plus la raison, 
b = a + r; ■ 
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l' avant-dernier égale le dernier, moins la raison, 
k — l — r. 

En ajoutant ces deux égalités membre à membre, on a 

b + k = a + l. 
On a de même, ci) considérant les termes c et fi, 
c = b + r, h = k~r; 

d'oii l'on déduit 

Bt ainsi de suite. 

Lorsque la progression contient un nombre impair de 
termes, i^ y a au milieu un terme également distant des 
deux extrêmes. Deux fois ce terme égale la somme des 
extrêmes. 

Ainsi, dans la progression 

f 3. 5. 8. 11.14,1;. an, 

les termes 9 et ao, 5 et 17, 8 et 14, donnent la même 
somme 92, qui est égale à deux fois le terme du milieu 1 1 . 

Théorème IV. 

1 95. La somme des termes d' une progression arithmétique 
égale la moitié du produit que ton obtient en multipliant la 
somme des extrêmes par le nombre des termes. 

Soit toujours la progression , 

f a.b.c h.k.l. 

Appelons n le nombre des termes, s ia somme des termes, 
et écrivons celte somme au-dessous d'elle-même en ordre 
inverse, 

s=a + 6+e + 1 + 6 + /, 

î=/+*+A -l-c-î-i + rt, 
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On voit que les deux termes placés l'un au-dessous de l'autre 
sont également distants des extrêmes dans la progression, 
et que par conséquent leur somme est constante et égala 
à la somme des extrêmes a + i. Si donc on ajoute les deux 
sommes terme à terme, la somme totale as se composera oe 
la somme des extrêmes répétée autant de fois qu'il y a de 
termes dans la progression. On aura ainsi 
M = [a + t)n; 

d'où 

(3, ,_fe±fl" 

Par exemple, la somme des termes de la progression 
3. 5. 8. il. 14. 17. 30 

est 77. 

Si l'on remplace le dernier terme ï par sa valeur 
/ = « + {«-.]r, 
ou obtient celte autre formule 

W . = m + «S=lr. 
Applications, r La somme des n premiers nombres entiers 
■ + * + 3 + « 

est égale à 

2° La somme des n premiers nombres impairs 
'+3 + 5 + 

est égale à n*. 
Ainsi 

1+3 = 3% 1 + 3+5 = 3', 1 +3+5+7 =4', etc. 
3° Trouver le nombre des termes d'une progression 
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arithmétique, fonnaissant le premier terme, la HÉn, «fia 
somme des termes. 
Appelanss la somme ■des termes ; la formule 

donne, pour déterminer », une équation du second degré 

rn*-|- (aa — r)n — as = o. 

Le dernier terme étant négatif, les deux racines sont tou- 
jours réelles et de signes contraires. On rejettera la racine 
négative. Pour que la racine positive soit admissible, il faut 
qu'elle soit entière. 

4° Trouver cinq nombres en progression arithmétique, 
connaissant la somme des termes et celle de leurs carrés. 

Appelons a et 6' les deux sommes données; désignons 
par x le terme du milieu et par y la raison. Les différents 
termes de la progression s'écriront 

i x — ay . x — y . x . x + y . x -f 2.7 , 

et l'on aura les deux équations 

5ar = a, 
5x' -f iojf* = b*. 
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CHAPITRE II. 



Définition. 

196. On appelle 'progression géométrique une suite de 
quantités telles que le rapport de deux consécutives est 
constant. Le rapport de chaque terme au précédent se 
nomme raison. 

La progression est croissante, lorsque la raison est plus 
grande que l'unité. Ainsi la progression géométrique crois- 
sante 

h- a :C: 18:54: 161: 486: 1458 
a pour raison 3. 

La progression est décroissante lorsque la raison est 
plus petite que l'unité. Ainsi la progression géométrique 
décroissante 

^ 1458:486: 16a: 54; ,18:6; a 
a pour raison |. 

Théorème I. 

197. Vans une progression géométrique, un terme île rang 
quelconque égale le premier terme multiplié par la raison 
élevée, à une puissance marquée par le nombre des termes qui 
précèdent. 

Appelons a, b, c, d les différents termes de la 
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progression, r la raison. D'après la définition même de la 
progression géométrique, le second terme égale le premier 
multiplié par la raison, 

b = ar. 

Le troisième terme égale le second multiplié par la raison, 
et par conséquent le premier multiplié par la seconde puis- 
sance de la raison, 

c = br = arr = or*. 

Le quatrième terme égale le troisième multiplié par la rai- 
son, et par conséquent le premier multiplié parla troisième 
puissance de la raison, 

et ainsi de suite. En général le terme qui occupe le n' rang, 
et par conséquent en an — i avant lui, égale 

{") 

Ainsi la progression géométrique peut Être mise sous la 
forme 

H a : ar ; ar* : or* ; 

les différents termes sont égaux au premier multiplié par les 
puissances successives de la raison. 

198. Remarque 1. Les termes d'une progression géomé- 
trique croissante augmentent à l'infini. 

Puisque la progression est croissante, la raison r est 
plus grande que l'unité, et nous pouvons la représenter 
par 1 -j- a. [a étant une quantité positive, aussi petite qu'on 
veut). Gonsïdérons d'abord la progression 

ît.: 1 +.:(i+«]':| 1 +«)' 

formée par les puissances successives de la raison. Cher- 
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chons la différence entre deux termes consécutifs quelcon- 
ques. De la relation 

(l+«r , = tl+«)'X(l+«)=r(l + -)- + «(l+«)", 
on déduit 

('+«)""-(■+«)"=«(> + -)"; 

Iefaeteur{i + ")°,dans lesecond membre, étant plus grand 
que l'unité, il en résulte que la différence cherchée est plus 
grande que a, excepté pour les deux premiers termes, dont 
la différence est égale au. Ainsi, les termes de la progression 
géométrique, formée par les puissances successives de la 
raison, sont plus grands que les termes correspondants de 
la progression arithmétique 

■M.i+a.i+M.i-f-fci 

Mais ces derniers augmentent indéfiniment, de manière à 
devenir plus grands que toute quantité donnée (n° 191) ; il 
en est de même à plus forte raison des premiers. 

€n terme quelconque d'une progression géométrique 
croissante a pour expression a(i + a )"; nous venons de dé- 
montrer que, lorsque» croît indéfiniment, (1 + a) "augmente 
à l'infini ; le produit a(i + a)" de cette quantité par le 
premier terme a jouit évidemment de la même propriété. 

199. Remarque II. Les termes d'une progression géomé- 
trique décroissante tendent vers zéro, quand on prolonge in- 
définiment la progression. La raison, étant plus petite que 

l'unité, peut être représentée par ^-|-^;un terme quel- 
conque de la progression sera 

Quand n croît à l'infini , le dénominateur augmentant 
à l'infini, la fraction tend vers zéro. 
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200. Insérer entre deux nombres un certain nombre de 
moyens géométriques. On appelle moyens géométriques, 
insérés entre deux nombres donnés, des nombres qui for- 
ment une progression géométrique dont les nombres donnés 
sont les deux extrêmes. La question revient évidemment à 
trouver la raison de la progression. 

Soit à insérer n moyens entre a et 6. En appelant r la 
raison cherchée, on a 

tïoù l'on tire 

Ainsi, on obtient la raison de la progression en extrayant 
du quotient des deux nombres donnés une racine ayant pour 
indice le nombre de moyens à insérer plus un. 

.Tbéobème II. 

201. Si, entre deux termes consécutifs d'une progression 
géométrique, on insère un même nombre de moyens, les 
progressions partielles ainsi obtenues forment une seule et 
même progression. 

En effet, puisqu'on insère le mémo nombre de moyens 
entre deux termes consécutifs de la progression, et que le 
quotient de ces deux termes est constant, la raison sera la 
même dans toutes les progressions ipartielles. Et comme'le 
dernier terme de chacune d'elles égale le premier de la sui- 
vante, ces progressions partielles se continuent de manière 
à ne former qu'une seule et môme progression. 

Théorème III. 

202. Dans tpute progression géométrique, le produit de 
deux termes également ditants des extrêmts est coulant. 
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Soit la progression 

na;b;c :A:É: L. 

Je considère le second itcrme et l'avant- dernier; le second 
terme'égale le premier multiplié par la raison, 

b = or; 

l'avant-dernier égale le dernier divisé par la raison, 
On a donc 

U = al. 

On a de même, en considérant les deux termes c et K, 

c=br, /i=-; 

d'où l'on déduit 

ch = bk, 

et ainsi de suite. 

Lorsque ia progression contient un nombre impair de 
termes, il y a au milieu un terme également distant des ex- 
trêmes. Le carre de ce ternie égale le produit des extrêmes. 

Ainsi, dans la progression 

a : 6: 18 : 54: 16a :48ti: *458, 

les termes 9 et 1^58, 6 et/ ( 86, 18 et 162 donnent le même 
produit 291O, qui est le carré du terme du milieu 54. 

Théorème IV. 

203. Leproduitdes termes d' une progirtsion géométrique 
égale la racme carrée du produit des extrêmes élevé à une 
puissance marquée par le nombre des termes. 
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Soit la progression 

H a :b : e ; a; k : i. 

Appelons n le nombre des termes, P le produit des termes. 
Écrivons ce produit au-dessus de lui-même en ordre inverse, 

P=abc hkl, 

P = M cba. 

Onvoitqueles deux facteurs placés l'un au-dessous de l'autre 
sont des termes également distants des extrêmes dans la 
progression, et que par conséquent leur produit est constant 
et égal au produit des extrêmes al. Si donc on multiplie les 
deux produits l'un par l'autre, le produit total se composera 
du produit des extrêmes élevé à une puissance marquée par 
le nombre des termes. On aura 

p«=(«0"; 

d'où 

(3) P = JW» 
En remplaçant ( par sa valeur 

i = <»•»-', 
on obtient cette autre formule 

(4) P = yVr"'-» = aV * , 

qui n'exige plus l'extraction d'une racine carrée; car l'ex- 
posant n (n — i), produit de deux nombres entiers consécu- 
tifs, est toujours pair. 

Théorème V. 

20i. On obtient la somme des termes d'une progression 
géométrique en retranchant dupremier terme U dernier mul- 
tiplié par la raison et divisant ta différence par t unité moins 
la raison. 
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Appelons S 3a somme cherchée, 

S = a+ a r+ar> +<Jr-'. 

Multiplions-la par la raison r, nous avons 

Sr — ar -\- ar' + or* -J-or*. 

Si nous retranchons cette seconde égalité de la première, 
tous les termes se détruisent dans les seconds membres, 
excepté le premier et le dernier, et il vient 
S(i— r) = a — ar', 

d'où l'on déduit 

a — ar" 

(5) S = T=TT' 

ou 

(») S = ^- 

On emploie cette formule telle qu'elle est, si la progression 
est décroissante. Mais si la progression est croissante, les 
deux termes de la fraction étant négatifs, on changera leurs 
signes, et l'on aura 

Exemple : la somme des termes de la progression géomé- 
trique croissante 

h- 3 : 6 : 18 : 54 : 162 : ft86 : 1458 
est, d'après la formule (7) 

p _, 4 5Sx5- a _.. oi; 



s termes de la mÈme progression écrite en 
ordre Inverse et alors décroissante est, d'après laformule (C) , 

8= = ai8G. 



Remarque. On obtient aussi les formules précédentes en 
écrivant ta somme cherchée sous la forme 
S = «(i + r+^ + >•-'). 



et remarquant que la parenthèse est le quotient d 
par » — r {a*6ty, ; .w>qpi donne iiaraéâiatement 



Théorème VI. 

205. La somme des termes d'une progression géométrique 
décroissante à f infini tend, vers une limite égale au premier 
terme divisé par l'unité moins la raison. 

Supposons que la progression géométrique décroissante 

îî a : ap î or 1 : 

e proronge indéfiniment. La somme des n premiers termes 
est donnée par la formule 



Si l'on prend un nombre de termes de plus en plus grand, 
la raison r étant plus petite que. l'unité en valeur absolue, 
le terni» or" de la progression décroissante dim i n ue de 

plus en plus, et tend vers zéro, ainsi que la quantité 
quand n augmente indéfiniment ; donc la somme des termes 
se rapproche indéfiniment de la quantité fixe de ma- 

nière à en différer aussi peu qu'on voudra. En un mot, la 

somme des termes tend vers la limite . 

i — r 

Le mode de convergence de la somme des termes vers sa 
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limite n'est pas le même, suivant que la raison est positive 
ou négative.- Pour fixer les idées, supposons que le pre- 
mier terme a soit une quantité positive. Lorsque la raison 
est positive, tous les termes de la progression sont positifs; 
dans ce cas, il est évident que la somme va en augmentant 
constamment, àmesure que l'on prend un plus grand nombre 
de termes ; mais elle n' augmente pas au delà do toute limite, 

car elle reste toujours inférieure à la quantité fisc ; 

elle ne peut même atteindre rigoureusement cette limite, 
dont elle se rapproche indéfiniment. 

Lorsque la raison est négative, les termes de la progres- 
sion sont alternativement positifs et négatifs ; la formule (8) 
montre que la somme des n premiers termes est tantôt 

plus petite, tantôt plus grande que la quantité fixe - - - , 

dont elle se rapproche de plus en plus ; si n est pair, la 

différence est négative, et la somme plus petite 

que la limite ; au contraire, si n est impair, la différence 
e*t positive et la somme plus grande que la limite ; ainsi, 
dans ce cas, la somme des termes converge vers la limite 

— — , en oscillant de part et d'autre. 

Applications. i° La somme des termes de la progression 
décroissante 

î,+i+-»+ 

dont la raison est - , a pour limite 
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On voit bien sur cet exemple comment les sommes con- 



i 3 7 «5 
a' 4' 8' 16' 



que l'on obtient en prenant, le premier terme, les deux pre- 
miers, les trois premiers, etc., tendent vers la limite i; la 

première somme diffère de l'unité de ^, la seconde de ^, la 

troisième de g, la quatrième de ^, et ainsi de suite, 
a- La somme des termes de la progression décroissante 



a 4 T 8 16 n 
dont la raison est — i, a pour limil 



Dans ce second exemple, la raison est négative et 1 
sommes consécutives 



3 9 i5 53 
' 4' 8' 16' 3a' 



sont alternativement plus petites et plus grandes que la 
limite î; la première surpasse l'unité de -, la seconde en 

diffère de 7 , la troisième la surpasse de ^, la quatrième 

en diffère de etc. 
5' Les fractions décimales périodiques sont des progres- 
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sions géométriques décroissantes. Par exemple, la fraction 
décimale périodique simple 



peut s'écrire 



c'est une progression géométrique dont la raison est -—, 
La somme îles termes tend vers la limite 



Celte limite est ce qu'on appelle la valeur de la fraclioo 
décimale périodique. 
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CHAPITRE III. 
T.OGARITnMIÎS. 



Définition. 

206. Étant données deux expressions, l'une, géomé- 
trique commençant par l'unité, l'autre arithmétique cmn- 

u:n çant par zéro, 

; o .b . ai . 36.4* , 

les termes de la progression géométrique sont dits les 
logarithmes des termes correspondants de la progression 
géométrique. L'ensemble de ces deux progressions constitue 
ce qu'on appelle un système de logarithmes. 

On suppose en général que la raison a de la progression 
géométrique est plus grande que l'unité, la raison b de la 
progression arithmétique étant d' ailleurs positive; de cette 
manière les termes de la progression géométrique augmen- 
tent à l'infini, de même que les termes de la progression 
arithmétique. 

207. Nous avons défini de la sorte les logarithmes des 
nombres qui font partie de la progression géométrique ; il 
est facile d'étendre cette définition à tous les nombres. 
Concevons que l'on insère un très-grand nombre de moyens 
géométriques entre deux termes consécutifs de la progres- 
sion géométrique, on formera une nouvelle progression 
géométrique procédant par intervalles beaucoup plus res- 
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serrés. Si, par exemple, on insère raille moyens géomé- 
triques en deux termes consécutifs, la nouvelle progres- 
sion renfermera mille nombres entre i et a, mille entre a 
et a', etc. En insérant le même nombre de moyens arith- 
métiques entre deux termes consécutifs de la progression 
arithmétique, on formera nue nouvelle progression arith- 
métique qui donnera exactement les logarithmes de tons les 
nombres inscrits dans la nouvelle progression géométrique, 
et approximativement les logarithmes de tous les autres 
nombres. 

Soit n — 1 le nombre des moyens insérés. Appelons q 
la raison de la nouvelle progression géométrique, r celle 
delà nouvelle progression arithmétique; on a 

,= VÏ, '=>;, 

et les deux nouvelles progressions s'écrivent 

H ' : 9 '■ I 1 - î' : 

f o . r . ir . 5r 

On voit que la raison r de la nouvelle progression arith- 
métique est aussi petite qu'on veut. Je vais démontrer que 
l'excès de la raison q de la nouvelle progression géométrique 
sur l'unité peut être aussi rendue plus petite qu'une quan- 
tité donnée a, si petite qu'elle soit. En effet, l'inégalité 

W<.+. 

sera satisfaite si l'on a 
ou 

(!+«)■> a. 

Or, si petite que soit a, on sait (n* 1 98) que n peut être 
pris assez grand pour que (1 + 5)" surpasse la quantité 
donnée a. Pour cette valeur de n et pour toutes les valeurs 
plus grandes, la raison q sera donc moindre que 1 -j- 1. 
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Soit A un nombre positif quelconque plus grand que 
l'unité; si ce nombre fait partie de la nouvelle progression 
géométrique, le terme correspondant de la progression 
arithmétique donnera exactement soif logarithme. Si ce 
nombre ne fait pas partie de la progression géométrique, 
il sera compris entre deux termes consécutifs q m et q™*' ; or 
la différence de ces deux termes 

9" 1 — T= ?■"(?-'). 
étant moindre que A*, puisque q"> est plus petit que A, et 
g — i plus petit que a, peut être rendue aussi petite qu'on 
veut; le nombre A différera donc de chacun des termes qui 
le comprennent aussi peu qu'on voudra. On prendra approxi- 
wiativement pour le logarithme de A celui de l'un d'eux, 
soit mr, soit (m + i)r; l'erreur commise sur ce logarithme, 

étant moindre que la raison r ou ^, sera aussi petite qu'on 
voudra. 

Propriétés fondamentales des logarithmes. 
Théorème 1. 

208. Le logarithme du produit de plusieurs fadeurs égale 
la somme des logarithmes de ces facteurs. 
Considérons les deux progressions 

a i :q: g': g*; g 1 : , 

i> . r . ar Zr . \r , 

au moyen desquelles on définit les logarithmes. INous remar- 
quons que les tenues de la progression arithmétique sont 
les multiples successifs de la raison, et que les termes de 
la progression géométrique sont les puissances succes- 
sives de la raison. Ces progressions sont disposées de ma- 
nière que les termes qui occupent le même rang soient 
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placés l'un au-dessous de l'autre; ou voit que, dans deux 
termes correspondants q m et mr, le même nombre m sert à 
la fois d'exposant et do multiplicateur. 

Je multiplie deux termes quelconques q" et q" de la pro- 
gression géométrique, le produit q n +" est aussi un terme de 
la progression géométrique. J'additionne leurs logarithme», 
c'est-à-dire les deux termes correspondants mr et nr de la 
progression arithmétique ; la somme (m -f- «)*" est aussi un 
terme de la progression arithmétique. Or on voit que le 
produit q"+- et la somme (m -f- n) r se correspondent dans 
les deux progressions. Donc le logarithme du produit égale 
la somme des logarithmes des facteurs. 

En général, soient a et 6 deux nombres quelconques, ou 
aura 

!og(aX&) = loga + log 6. 

Ce théorème s'étend évidemment à un nombre quelcon- 
que de facteurs. 

Thëobèmf II. 

209. Le logarithme d'un quotient égale le logarithme du 
dividende moins le logarithme du diviseur. 

Appelons c le quotient de a par 6 (a étant supposé plus 
grand que 6). On a 

a = b X c, 

et, d'après le théorème précédent, 

bga = logA + logc; 

d'où 

loge = logn — logi. 

Ainsi 

log£ = loga — logé. 
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Théorème III. 

210. Le logarithme de la puissance d'un nombre égaie 
le logarithme de ce nombre multiplié par l'indice de la puis- 
sance. 

En effet, la puissance a" étant le produit de m facteurs 
égaux à a, od a 

s-=nX«XaX ; 

d'où 

log a" = log a + log a + Iog a +„. . . , 

logo'"=mlogn. 
Par exeaiple, le logarithme du carré d'un nombre égale 
deux fois le logarithme de ce nombre, le logarithme du cnbe 
égale trois fois le logarithme <lu nombre, etc. 

Théorème IV. 

211. Le logarithme de la racine d'un nombre égale le 
logarithme du nombre divisé par l'indice du radical. 

Appelons b la racine m' de a; on a 
a =b m , 

et, d'après le théorème précédent, 
loga = mlogi( 

d'où 




Par exemple, la racine carrée ou la racine cubique d'un 
nombre a pour logarithme la moitié ou le tiers du loga- 
rithme de ce nombre. 

212. Remarque. En arithmétique, on apprend à effec- 
tuer six opérations sur les nombres ; trois opérations di- 
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rectes et trois opérations inversas. Los trois opérations di- 
rectes sont, l'addition, la multiplication et !' élévation MV 
puissances. Les trois opérations inverses sont, la soustrac- 
tion, la division et l'extraction des racines. La soustraction 



inverse de la multiplication; 3' extraction des racines l'opé- 
ration inverse de l'élévation aux puissances. 

11 y a ainsi trois ordres d'opérations, comprenant cha- 
cune une opération directe et une opération inverse. Lee 
opérations du premier ordre, addition et sous truc tiou, s'ef- 
fectuent facilement et avec rapidité ; t elles du second ordre, 
multiplication et division, sont déjà plus longues et pins 
difficiles; enfin celles du troisième ordre, puissance et ra- 
cine, deviennent très-longues et très-pénibles. Les propriétés 
des logarithmes, que nous venons de démontrer, permettent 
de remplacer les opérations du second et du troisième ordre 
par celles d'un ordre moûts élevé. Ainsi la umJlipliauiei] 
et la division sont ramenées à l'addition et à la soustrac- 
tion des logarithmes, la puissance revient à une multiplU 
cation, la racine à une division. On comprend par là toute 
l'utilité des logarithmes, 



213. Les deux progressions par lesquelles on définit les 
logarithmes dont on l'ait habituellement usage, et qu'on 
appelle pour cette raison logarithmes vulgaires, sont le« 

suivantes : 



Dans ce système, le logarithme de 10 est î ; celui de io« 
est a , celui de îooo est 3 ; en général io" a pour ioga- 
rithme le nombre entier ». 



est l'opéra 



rse de l'addition; la division l'opération 



Logarithmes vulgaires. 
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On nomme base d'un système de logarithmes le nombre 
qui a pour logarithme l'unité. Le système des logarithmes 
vulgaires, que l'on appelle aussi logarithmes de Brigys, a 
pour base le nombre dix, qui est la base de notre système 
de numération. 

Les logarithmes ont été calculés en décimales: la partie 
entière d'un logarithme s'appelle caractéristique. H est aisé 
de voir que la caractéristique du logarithme d'un nombre 
renferme autant d'unies qu'il tj a de chiffres dans la partie 
entière du nombre moins un. En effet, tout nombre compris 
entre 1 et 10 n'a qu'un chiffre à sa partie entière; son 
logarithme, étant compris entre o et i , aura o pour partie 
entière ou pour caractéristique. Tout nombre compris entre 
10 et 100 a deux chiffres à sa partie entière; son loga- 
rithme, étant compris entre i et a, aura i pour caracté- 
ristique, fie même, tout nombre compris entre 100 et 1000 
a trois chiffres à sa partie entière; son logarithme, étant 
compris entre a et 3; a a pour caractéristique. En général, 
tout nombre compris entre io n et io" + ' a n + i chiffres 
à sa partie entière; son logarithme, étant compris entre n 
et n+i, a n pour caractéristique.. 

214. Le logarithme de io" est n. Si l'on multiplie un 
nombre a par io", on a 

log (a X i o") = log a + log i o" = log a + n . 
La partie décimale du logarithme reste la même; il suffit 
d'ajoUter n unités à la caractéristique. 

Si l'on divise un nombre a par io", on a 

log-^ = log« — log 10" = log a — n. 

\a partie 'décimale reste la même; il suffit de retrancher n 
nités de la caractéristique. 

Ainsi , quand on multiplie ou quand on divise un nombre 
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par 10, 100, iooo..., if suffi d'augmenter ou de dimi- 
nuer la caractéristique tlu logarithme d'une, deux, trois 
unités. 

Il en résulte que, lorsque deux nombres décimaux ne 
diffèrent que par la place qu'occupe la virgule, leurs loga- 
rithmes ont la même partie décimale et ne différent que par 
la caractéristique. Ceci est important pour ia facilité des 
calculs, parce qu'on a souvent à déplacer la virgule dans 
les nombres décimaux. 

Tables de Callet. 

215. Les tables de logarithmes les plus usitées en France 
sont les petites tables de Lalande et les grandes tables de 
Callet. 

Les tahles de Lalande contiennent les logarithmes des 
nombres entiers de i à îoooo avec cinq décimales. 

Les tables de Callet contiennent les logarithmes des 
nombres entiers de i à 108000. La première partie de la 
table, nommée première chiliade (premier mille), contient 
les logarithmes des isoo premiers nombres avec huit dé- 
cimales. La table change ensuite de disposition, et donne 
les logarithmes des nombres de 10200 à tooooo, avec 
sept décimales; à la fin, la table se prolonge de 100000 
à 108000, avec huit décimales *. Dans la colonne verticale 
intitulée N, on lit les dizaines des nombres; les unités sont 
inscrites au haut de la page et en tète des dix colonnes inti- 
tulées 0, 1, a,... 8, 9. La caractéristique n'est pas indi- 
quée: il est facile de l'ajouter d'après la règle énoncée. 

" Catlel a prolongé ses labiés jusqu'à IOSQOO, parce que ÏOSOOO est la 
□ombre de secondes contenues dans l'angle île ao degrés ou le tiers de 
l'angle droit. L'excellente édition destablesde Callet publiée par M. Dupuis 
contient les logarithmes de 1 a 100000 avec sept décimales. 



282 LIVRE IV. — CHAP. III. 

Dana la colonne voisine, on trouve les trois premiers chiffres 
décimaux <ie chaque logarithme; les quatre suivants sont 
inscris dans 3a colonne convenable. Si l'on veut, par 
exemple, le logarithme du nombre 55647, dans la colonne 
verticale intitulée on descendra jusqu'au nombre 3564, 
puis, dans cette ligne horizontale, on s'avancera vers la 
droite jusqu'à la colonne intitulée 7, et l'on écrira 

log 35047 = 4> 5 5 aoa 5o- 

Le nombre ayant cinq chiffres, on commencera par écrire 
sa c;u';'.cl!'rri~tiqu<: 4 ; les trois premiers chiffra décimaux 55^ 
sont communs à un assez grand nombre de logarithmes ; on 
trouve les quatre derniers, o'jôo, dans la colonne verticale 
intitulée 7. 

Pour effectuer des calculs par logarithmes, il faut savoir 
résoudre ces deux questions: r trouver le logarithme d'un 
nomhre donné; a" trouver le nombre qui correspond à un 
logarithme donné. 

Trouver le logarithme d'un nombre donné. 

216. Trouver le logarithme d'uit nombre entier. Si le 
nombre est dans îa limite des tables, s'il est plus petit que 
îooooo, on trouve immédiatement dans les tables le loga- 
rithme demandé. 

Si le nombre surpasse la limite des tables, on l'y ra- 
mène, en le divisaut par- une puissance de 10. On demande, 
pu exemple, le logarithme du nombre 556478. Afin de 
rendre ce nombre plus petit que 100000, on le divise par 
io, ce qui donne le nombre décimal 55647,8. La question 
revient à chercher le logarithme de ce nombre décimal; 
liar, une fois ce logarithme trouvé, en ajoutant 1 à 3a ca- 
ractéristique, on aura le logaiïiluue demandé. 



Les' tables donnent le logarithme de la. partie entière 
35647- La différence entre ce logarithme et celui du nom- 
bre suivant 5567|8 est 122 unités du septième ordre déci- 
mal. On admet que les accroissements du logarithme sont 
sensiblement proportionnels aux accroissements du nombre, 
quand il s'agit d'accroissements moindres que l'unité. On 
dira donc: puisque, pour une augmentation d'une unité dans 
le nombre ÔÔ647, il faut ajouter 122 au logarithme, pour 
une augmentation de o,S dans le nombre il 1, unira ajouter 
au logarithme les de 12a soit — ou 98 unités du 
septième ordre, en négligeant les unités plus petites. 

Mais on trouve cette augmentation toute calculée dans 
les tables de Callet ; car, dans la dernière colonne verticale 
a droite, on voit, au-dessous de la différence 1 22 , un petit 
tableau indiquant les augmentations du logarithme qui cor- 
respond à 1, 2, -î, 9 dixièmes. Ainsi 

log 35647 =4,5530230 
pour 0,8 08 

Ïog3564 ? ,8 = 4,55ao5a8. 

En ajoutant une unité a !a caractéristique, on a 

Iog3564;8 = 5,55ao528. 

Nous avons supposé que les accroissements du logarithme 
sont sensiblement proportionnels aux accroissements du 
nombre; cette proportion n'est pas rigoureusement exacte 
et il en résulte une certaine erreur dans le calcul des loga- 
rithmes des nombres décimaux. Mais on démontre que, 
lorsque le nombre est plus grand que 10000, Terreur com- 
mise n'altère pas les sept premiers chiffres décimaux du 
logarithme ; on peut donc regarder- la proportion comme 

Soit encore à calculer le logarithme du nombre s545-s4/. 
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En divisant par 100, on ramènera le nombre proposé au 
nombre décimal 2543a, 4?- La table donne le logarithme 
de la partie entière. La fable des parties proportionnelles 
montre qu'à une augmentation o,4 dans le nombre cor- 
respond une augmentation 68 dans le logarithme. Il reste 
a trouver ce qu'il faut encore ajouter pour 0,07. On voit 
dans la table qu'à 0,7 correspond une augmentation 120 ; 
à 0,07 correspondra donc une augmentation dix ibis plus 
petite, soit 12. 11 faut donc au logarithme de a545a ajouter 
68 -f- iz, c' est-a-dire 80. Faisant le calcul de tête, on 
écrira de suite 

loga543a,47 — 4,4o53S85. 
En ajoutant a unités à la caractéristique, on en déduit 
log 2543347 =6/io53885. 

217. 11 est bon de remarquer que, dans la recherche du 
logarithme d'un nombre, il n'y a lieu de considérer que les 
huit premiers chiffres de gauche ; les suivants, n'ayant pas 
d'influence sur le logarithme, peuvent être supprimés. En 
effet, supposons la virgule placée après le cinquième chiffre, 
si l'on néglige le chiffre des dix-millièmes elles suivants, 
on commet sur le nombre une erreur moindre qu'un mil- 
lième; la plus grande différence tubulaire étant 4^4, on 
commet sur le logarithme une erreur moindre qu'une demi- 
unité du septiècie ordre décimal. 

On demande, par exemple, le logarithme du nombre 
no56,4852. Après avoir cherché dans les tables le loga- 
rithme de 1 io56, on dira, à l'aide des parties proportion- 
nelles placées au-dessous de la différence 3o,3 : à o,4 cor- 
respond 157, à 0,8 correspond 5i, à o,oo5 correspond 2 ; , 
en tout 190 qu'il faut ajouter au logarithme de no56, ce 
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qui donne 

logno50,485=4,o436]7O. 

Quand le premier chiffre est égal ou supérieur à 4* le 
huitième chiffre n'a pas d'influence sensible sur le résultat. 
Soit à trouver le logarithme de 46867,284. Après avoir 
trouvé le logarithme de 46867, on voit qu'à 0,2 correspond 
une augmentation 1 8, à 0,08 une augmentation 7 ; le chiffre 
des millièmes n'a pas d'influence; il faut donc ajouter 
18 + 7 ou a5 au logarithme de 4686-, ce qui donne 

log 46867,28 =4,670869;. 

Quand le chiffre des millièmes est pins grand que 5, on 
force le chiffre des centièmes. 

•218. Trouver le logarithme d'un nombre décimal. On de- 
mande le logarithme du nombre décimal 55,0478. On le 
multipliera par une puissance de 10, de manière qu'il se 
rapproche le plus possible de la limite des tables. Si l'on 
opère avec les tables de Callet, on multipliera par 1000 et 
on cherchera le logarithme du nombre 35647,8 ; puis on 
reiranchera trois unités de la caractéristique ; 

log35647,8 =4,55ao3i8 
10635,6478 = 1,5530338 

21f>. Trouver le logarithme d'un nombre fractionnaire. 
Il y a deux manières de procéder : ou bien on convertira le 
nombre fractionnaire en nombre décimal et ou appliquera 
la règle précédente; ou bien, mettant te nombre fraction- 
naire sous forme de fraction ordinaire, et remarquant qu'une 
fraction égaie le quotient de son numérateur par son déno- 
minateur, on retranchera du logarithme du numérateur le 
logarithme du dénominateur. 
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Caractéristiques nëgaljvts. 

220. Les deux progressions, par lesquelles noua ayons 
défini les logarithmes, nous donnent, avec une approxima- 
tion aussi grande qu'on veut, les logarithmes de tous les 
sombres plus grands que l'unité. Voici comment on dé- 
finit les logarithmes des nombres plus petits que l'unité. 

Imaginons que l'on prolonge les deux progressions vers 
la gauche, comme on les a prolongées vers la droite ; en 
ce qui concerne la progression géométrique, chaque terme 
étant égal au terme placé à sa droile divisé par la raison, 
on prolongera la progression vers la gauche en divisant 
par ia raison ; de même, chaque terme de la progression 
arithmétique étant égal au terme placé à sa droite, inoins 
la raison ; on prolongera cette progression en retranchant 
la raison. De cette manière, les deux progressions dé- 
tiennent 

les nombres ^, , plus petits que l'unité, auront ainsi 

des logarithmes négatifs — - r, — ar, 

La propriété fondamentale des logarithmes, savoir que le 
logarithme d'un produit égale la somme des logarithmes des 
facteurs subsiste, pourvu que l'on entende que le logarithme 
du produit égale la somme algébrique des logarithmes des 
facteurs. En effet, dans la progression géométrique, prenons 

d'abord deux termes g" 1 , - , le premier plus grand que 

l'unité, le second plus petit ; si m> », le produit de ces 
deux termes sera ç™""; la somme algébrique des termes 
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correspondants mr. et — nr de la progression arithmétique 
est [m — n) r ; c'est le logarithme du produit. Si m < n, le 

produit est ; la somme algébrique des logarithmes 

— (n— m) r est le terme correspondant de la progression 
arithmétique; c'est le logarithme du produit. Prencns 
1 i 

maintenant deux facteurs — et — plus petits que l'unité ; 

la somme des logarithmes — mr — nr ou — (m -\-n)r est 

encore le logarithme du produit Ainsi , dans tous les 

cas, le logarithme du produit égale la somme algébrique 
des logarithmes des facteurs. 

Le théorème relatif a la multiplication étant ainsi géné- 
ralisé, ceux relatifs à la division, à l'élévation aux puis- 
sances et à l'extraction des racines, qui se déduisent du 
premier, ont le même degré de généralité. 

Reprenons maintenant les progressions qui ont servi à 
définir les logarithmes vulgaires 



et prolongeons-les vers la gauche, comme nous l'avons dit; 
on voit que tous les nombres compris entre 1 et 0,1, ont 
leurs logarithmes compris entre o et — 1 , les nombres com- 
pris entre 0,1 eto,oi ont leurs logarithmes compris entre 
— i et — -4, les nombres compris entre o,oi et o,ooi ont 
leurs logarithmes compris entre — s et — 3, et ainsi desuite. 

221. Mais, dans la pratique, on ne se sert pas de ces 
logarithmes entièrement négatifs ; on laisse positive la partie 
décimale et on rend négative seulement la partie entière ou 
la caractéristique. On demande, par exemple, le logarithme 
du nombre o,o55a6i. On trouvera dans la table le loga- 
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ritiime du nombre entier 55s6i, qui est 
4,5473946. 

Le logarithme du nombre décimal .1,5261, qui n'a qu'un 
"chiffre à sa partie entière, est 

0,0472946. 

Pour passer de ce dernier nombre à la fraction décimale 
proposée, il faut diviser par io ! et par conséquent retran- 
cher 2 unités du logarithme; le logarithme du nombre dé- 
cimal o,o5526i est donc 

0,5472946 — 3, 

ce qu'on écrit plus simplement 

5,547^946, 

la partie décimale restant positive, la caractéristique seule 
2 étant négative. 

On peut remarquer que la caractéristique négative du 
logarithme d'une fraction décimale est égale au rang du 
premier chiffre significatif après la virgule. En général, 
soit n le rang du premier chiffre significatif après la virgule; 
si l'on multiplie par io", le nombre aura un chiffre significatif 
à sa partie entière, et la caractéristique de son logarithme 
sera zéro; comme il faut diviser par 10" pour revenir au 
nombre proposé, il faudra retrancher n unités du loga- 
rithme, ce qui donnera la caractéristique négative n. 

Il y a un grand avantage à laisser ainsi positive la partie 
décimale du logarithme d'un nombre moindre que l'unité ; 
quand on a à calculer le produit de plusieurs facteurs, les 
uns plus grands que l'unité, les autres plus petits, on 
additionnera les parties décimales de tous les logarithmes 
et on retranchera seulement les caractéristiques négatives, 
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ce qui est très-simple. Et d'ailleurs, c'est sous cette forme 
que l'on obtient, au moyen des tables, les logarithmes des 
nombres plus petits que l'unité. 

Nous avons écrit le logarithme du nombre o,o35î6i sous 
la forme 

laissant positive la partie décimale; en effectuant là sous- 
traction, on a le logarithme négatii 

Maïs si l'on employait les logarithmes entièrement néga- 
tifs, il faudrait additionner les uns, retrancher les autres, 
ce qui serait beaucoup plus compliqué. 

Trouver le nombre qui admet Mit logarithme donné. 

222. Trouver le nombre qui a pour logarithme 4i5jao35 
avec les tables de Catlet. On regarde dans les tables quel 
est le plus grand logarithme contenu dans le logarithme 
donné; c'est 4,352oa3o qui correspond au nombre 35647; 
le nombre cherché est donc compris entre 35647 et 36648. 
Le logarithme donné surpasse le logarithme de 35647 de 
10a unités du septième ordre: or la différence tabulaire 
est 122 , c'est-à-dire que si l'on augmente le logarithme de 
55647 de i sa unités du dernier ordre, il faudrait augmenter 
d'une unité le nombre 55G47 : si l'on suppose les accrois- 
sements du nombre proportionnels à ceux du logarithme, 
à une augmentation 10a dans le logarithme correspondra 

dans le nombre une augmentation égale à -|~~ = o,85.. 

Mais il est plus commode de se servir de la petite table 
des parties proportionnelles: cette table montre qu'à une 
augmentation gfi daps le logarithme correspond une aog- 

18 
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raentalkm 0,8 dans le nombre. Il ieste 4: à l'augmen- 
tation 40. dans le logarithme correspond une augmentation 
0,3 dans le nombre ; à l'augmentation dix fois plus petite 
4 correspondra donc une augmentation o,o3. Ainsi à l'aug- 
mentation io2 dans le logarithme correspond une augmen- 
tation o,8â dans le nombre. Le nombre cherché est donc 
35047,83 à un centième près. 

223. On ramène toujours la caractéristique du logarithme 
donné à Être égale à 4, sauf à multiplier oui diviser ensuite 
le nombre trouvé par une puissance do io. 

Exempls: 1" Trouver ie nombre qui a pour logarithme 
5,5âao552. Je retranche 1 delà caractéristique pour ramcner 
le logarithme dans les limites des tables, et je cherche le 

Pour revGnir au logarithme donné, il faut ajouter 1 à la ca- 
ractéristique, et par conséquent multiplier par 1 o : le nom- 
bre cherché est donc 300478, 5 à un dixième près. 

h* Trouver le nombre qui a pour logarithme i,55so55«. 
On ajoutera a unitéi à la caractéristique, et l'on cherchera 
le nombre qui apour logarithme 4,55?o53:i ; c'est 55647,83. 
Pour revenir nu logarithme proposé, il faut retrancher 3 de 
la caractéristique, et par conséquent diviser par 1000; le 
nombre cherché est donc 35,64;85 avec cinq décimales 
exactes. 

On voit qu'il y a un grand avantage à augmenter la carac- 
téristique de manière à opérer dans la partie la plus élevée 
des tables; si l'on avait conservé la caractéristique 1, on au- 
rait trouvé le nombre 35,65 avec deux décimales seulement, 
tandis qu'en opérant comme on l'a fait, on a obtenu cinq 
décimales. 

3° Trouver le nombre qui a pour logarithme â,55ao55a. 
Je cherche le nombre qui a pour logarithme o,552o53a; 
c'est 3,5G4785. La caractéristique négative 2 indique qu'il 
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fautdiviser ce nombre par 100; lt^ nombre demandé «al 
donc o,o55C478â. 

22S. 11 importe de se rendre compte du degré d'approxi- 
mation avec le<jue! on obtient les nombres à l'aide de leurs 
logarithmes. Soit log x = a, le logarithme donné a ayant 
une caractéristique égale à k ; appelons x l le nombre que 
l'on trouve en opérant comme nous l'avons expliqué, et A la 
différence tabulaire dont on s'est servi. Pour produire une 
variation d'une unité du septième ordre décimal dans le 
logarithme, il faut faire varier le nombre d'une quantité 

* = ^ ; par conséquent, le mode de calcul adopté donnera- 

pour les logarithmes de + * et de x, — a les valeurs 
-approchées 

mais on sait que l'erreur causée par la proportion est 
moindre que on a donc 

log {X, + a) >a, togfo — a) <a; 

ainsi le nombre x, qui a pour logarithme a, est compris 
entre x t — a et + a; eu prenant la valeur approchée x„ 
on commet une erreur moindre que et, c est-a-dire moindre 

que ^. Dans le voisinage de 10000 la différence tabulaire 

est plus grande que 4oo; l'erreur commise sur le nombreest 

moindre que^— ; le nombre lui-même étant plus grand que 

i oooo , l'erreur relative est moindre que -. — - — -. A mesure 
^ 4000000 

qu'on s'élève dans la table, la différence tabulaire diminue, 
et par conséquent l'erreur ab-olue augmente; mais l'erreur 
relative reste h. peu près la même. Par exemple, vers 455oo la 
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différence tabulaire est 100 et l'erreur absolue moindre que 

; mais l'erreur relative est encore moindre que -, — . 

100 1 4000000 

Vers 99000, la différence tabulaire est 44 et l'erreur absolue 
moindre que i ; l'erreur relative est toujours moindre que 

/, 000000' 

Ainsi les tables de Callet donnent les nombres avec une 
erreur relative inférieure à un quart de millionième. 

Remarqués sur l'emploi des logarithmes. 

225. Multiplication. Lorsque les facteurs sont plus 
grands que l'unité, on ajoute leurs logarithmes; il n'y a là 
aucune difficulté. 

Si des facteurs sont plU3 petits que l'unité, leurs loga- 
rithmes ont des caractéristiques négatives qui indiquent la 
division par des puissances de 10; on aura soin de retran- 
cher ces caractéristiques négatives. 

1* Calculer le produit 

JE = 8;;5,6348 X 63,8340;. 

On cherchera les logarithmes des deux fadeurs et on les 
ajoutera, ce qui donne le logarithme du produit; puis on 
cherchera dans les tables le nombre correspondant. 

log8;S,G548 = 3,9423a3o 
lng i 0 7 — 1 ,"f)h 1^(3» 

logjc s: 4,74o449l 
x = 55oio,g5. 



a' Calculer le produit 
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log8;,5G348 = i,g' ( i3a5i) 
log 0,06382407 ^â,7g8iaGi 



■ Ioga; = o,74o.'[;i9i 
x = 5, 501095. 

En ajoutant les logarithmes , on trouve a pour partie 
entière; mais, comme il faut retrancher a, il reste 0. 
7i' Calculer le produit 

.1 = 87,56348 X 0,006282407 
Iog87,56348= i,<)4a5a3o 
log 0,006282407 =3,7981261 



logar— F, 7404491 
a=o,55oiog5. 

(.'addition des logarithmes donne 2 pour partie entière:- 
mais comme il faut retrancher 5, on obtient la caractéris- 
tique négative 7. 

4° Calculer le produit 

x= 0,08756348X0,006282407 
Iogo,o8r56348 =2,94a3ï3o 
log 0,006282407 = 5.7981261 



I, 'addition des logarithmes donne 1 pour partie entière; 
comme il faut retrancher 2 et 5, c'est-à-dire 5, on a la 
caractéristique négative 4- 

226. Division. On sait que, pour effectuer une division, if 
faut du logarithme du dividende ralraucher le logarithme 
du diviseur. Lorsqu'on n'a qu'une simple division à faire, 
on peut procéder de cette manière; mais quand on a une 
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série de multiplications et de divisions à effectuer, il est 
plus commode de n'avoir que des logarithmes à ajouter. 
Pour cela on transforme les logarithmes à retrancher, de 
manière que leurs parties décimales deviennent positives. 
Soit, par exemple, à calculer 

3 56,3r)Xr»r,46 

11 faut retrancher le logarithme de 564,8;, qui est 
s,75ig485. On écrira 

— 3,75ig^85 = — a — 0^517485 = — 3 + (i — o,75i9485) 
= — 3 +O,2£i8o5i5— 3,î48o5i5. 

On aura donc 

log 356,39 = 2,5756291 
logi27,56=ï,if>53759 
— log 564,8 ? = 3,248o5i5 

1,7370545 
a; = 53,34oii>. 

Quand 011 a ainsi rendu positive la partie décimale de 
— log 564,87, on additionne les parties décimales des trois 
logarithmes; la soustraction ne porte plus que sur la ca- 
ractéristique, ce qui est une grande simplification. 
Soit encore à calculer 

_ o.s365j)X 1,2746 
0,0056487 

Il faut diviseï par le nombre 0,0056487, qui a pour loga- 
rithme 3,75in,485. On écrira 

— 3, P 5i9485 = + 3 — o,7û»9485 0,7^9^) 
= 3,24Bo5iî. 
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On aura donc 

log o, alïlîlj7 = ^>3r563t) i 
log i ,374'" = °> 1 °53"3s) 
~logo,oo5Gj87 ==a, 3 ',8.i5i5 

log 2 = 1,7.370545 
j; = 53 J 3£ioi9. 

Remarquons celle manière de procéder : Pour retran- 
cher un logarithme, on ajoutante unité à la caractéristique, 
dont on change ensuite le signe et l'on Écrit à la suite le com- 
plément arithmétique de la partie décimale. 

Ainsi, dans le premier exemple, au lion do retrancher 
3,7319485, on a ajouté S.a^SoSi. 1 ). La caractéristique a, 
augmentée d'une unité, puis cliangée de signe, donne 3; 
en prenant l'excès de l'unité sur lu parue décimale 70 1 9485, 
on obtient le complément a48o5i5. 

Dans le second exemple, an lieu de retrancher 0,-5 in.'i^S, 
on a ajouté 2,m48o5i5. La caractéristique 3., augmentée 
d'une unité, puis changée de signe, donue 2. 

(tuant à. l'excès de l'unité sur la partie décimale du loga- 
rilimie, ce qu'on appelle le complément arithmétique, on 
l'obtient aisément. De 1 il faut relrancher 0,7619485. Or, 
une unité vaut 9 dixièmes et 1 o centièmes ; tu centièmes 
valent 9 centièmes et io millièmes, etc. L'unité égale donc 
0,999999 plus 10 unités du septième ordre. En effectuant 
la soustraction de gauche à droite, on obtient le complé- 
ment demandé : 

0.7a i0*jB5 



Ainsi, pour avoir le complément de la partie décimale d'un 
logarithme-, on retranche tous les chiffret de fi, en allant 
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de gauche à droite, excepté le dernier que l'on retranche 
le 10. 

Avec un peu d'habilude, on lit immédiatement ie com- 
plément dans la table, en regardant le logarithme. 

227. Puissances. On sait qu'on élève un nombre à une 
puissance eu multipliant son logarithme par l'indice de la 
puissance. 

i° Calculer a; = 5". On cherchera d'abord le logarithme 
de 5, puis on multipliera ce logarithme par io. 

log 5 = 0,09897000 

2° Calculer x = o,/^5s& , . 

logo ; 4jsG = T,636o8G5 
logX=a <jo8'j5g5 
a; = 0,08095,-94. 

En multipliant par 3 la partie décimale o,C56o865 du 
logarithme, on trouve 1 ,<)<">8a5(j5 ; en multipliant par 3 la 
caractérislique négative — 1 , on a — 3 ; il faut donc retran- 
cher ô de la partie entière du logarithme ; ce qui donne 
ï,9o8a5g5. 



ô" Calculer x = 




Iog3 = o,5oio.";ooo 
— log 3: = 5,43ir98 28 

log a; s= 7.6641414 

En multipliant par 5 la partie décimale du logarithme, 
on trouve 5 pour partie entière. La caractéristique néga- 
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tive — a, multipliée par 5, donne — 10; en retranchant 
10 de la partie entière, on obtient la caractéristique néga- 
tive 7. 

228. Racines. On extrait la racine d'un nombre en divi- 
sant son logarithme par l'indice de la racine. 
i° Calculer £=^478928. 

log ('17892s — âjOKoajoa 
log.c = 1,895423$ 
x= 78,2390a. 

•i" Calculer x = ^o,o543»7- 

logu.oû.'ijaj = ï,7"'J»iâ7 
loga:=ï^p8358fi 
* x = 0,3787377. 
Afin de rendre la caractéristique négative divisible par 3, 
je retranche et j'ajoute une unité, et je suppose le loga- 
rithme écrit sous la forme 

—3+ 1,7350157. 
En divisant par 5 la partie négative et la partie positive, 
on a 

— 1 + o,578538G = T,J78338G. 

5" Calculer x = ^0,0000098763 . 

log 0,0000098763 — 6,9940943 
log £=2,9989189 

£ = O,09975l37. 

Je suppose le logarithme écrit sous la forme 

afin de rendre la partie négative divisible par 5. En divisant 
par 5 les deux parties, on a 

— 2 + o J 9g8 91 8 9 — 1,9989189. 
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229. Remarques sur les accroissrments dm logarithmes. 
En examinant dans ies tables la colonne des différences, on 
voit ces différences aller sans cesse en diminuant. Par 
exemple, les logarithmes des nombres 4^6 et 48? diffèrent 
entre eux de Syaj imités du septième ordre, tandis que 
ceux des nombres 48G44 et 486a S ne diffèrent plus que de 
8g unités du même ordre. Il est facile d'expliquer la cause 
de cette diminution. Soient a et a-\- i deux nombres entiers 
consécutifs, la différence de leurs logarithmes est 

lo e [«4-.)-îo8» = log^- = log( 1 +^ ; ' 

or, à mesure que a augmente, i-f- ^diminue et tend vers 

l'unité : la différence tabulaire diminue donc et tend veis 
zéro. Sïl'on prolongeait les tables indéfiniment, cette diffé- 
rence deviendrait infiniment petite. 

Je donne au nombre a un accroissement constant quel- 
conque h, l'accroissement du logarithme 

log (a + A) - log a = log a = log (f±2) = )og (i + 

sera d'autant plus petit que a sera plus grand. Ainsi, pour 
un même accroissement absolu donné au nombre, l'accrois- 
sement du logarithme diminue à mesure que le nombre 
augmente, liais si l'on donnait au nombre un même accrois- 
sement rehlif (j'entends par accroissement relatif le rap- 
port de l'accroissement absolu au nombre lui-même, un 
nombre, par exemple, éprouve un accroissement relatif de 
si on l'augmente de la ~ 0 partie de sa valeur), l'ac- 
croissement du logarithme serait constant. En désignant 

par M' accroissement relatif, /£ = -, l' accroissement du lo- 
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garithme devient log (1 + k) ; c'est une quantité constante, 
ai l'accroissement relatiflreste le même. 

230. Dans la recherche des logarithmes des nombres, 
on a supposé les accroissements du logarithme propor- 
tionnels à ceux du nombre; cette proportion n'est pas 
exacte. En effet, si l'on donne au nombre a l'accroissement 
h, le logarithme subit un certain accroissement; si l'on 
donne au nombre a + h le même accroissement h , le loga- 
rithme subit un nouvel accroissement plus petit que le pre- 
mier; ainsi, quand l'accroissement du nombre devient 
double, l'accroissement du logarithme est un peu moindre 
que le double; el réciproquement, quand l'accroissement du 
nombre devient moitié, l'accroissement du logarithme est 
un peu plus grand que la moitié. L'emploi de la proportion 
donne donc, dans le passage des nombres aux logarithmes, 
des résultats un peu trop faibles, et, dans le passage des 
logarithmes aux nombres, des résultats un peu trop forts. 

Mais, si l'on a soin d'employer toujours la partie la plus 
élevée des tables, l'erreur commise sur les logarithmes 
n'affectera pas les unités du septième ordre décimal ; et en 
effet, dans les tables de Callet, on voit que la même diffé- 
rence tabulaire existe entre plusieurs couples de logarithmes 
consécutifs. Par exemple, du nombre GS5<)5 au nombre 
69744 la différence tabulaire est la même. Dans cet inter- 
valle, pour une unité d'augmentation dans le nombre, le 
logarithme subit un accroissement constant G5 : pour deux, 
trois... unités d'augmentation dans le nombre, le loga- 
rithme subit donc un accroissement deux, trois... fois plus 
grand, et par conséquent les accroissements du nombre sont 
proportionnels à ceux du logarithme, du moins au degré 
d'approximation des tables. 
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CHAPITRE IV. 

OES INTÉltÊTS COMPOSÉS. 



231. Ordinairement les intérêts d'un capital prêté se 
payent chaque année et constituent une rente ; mais il arrive 
quelquefois qu'on laisse les intérêts s'ajouter au capital, de 
manière que le capital s'accroisse d'année en année : c'est 
là ce qu'on appelle capitaliser les intérêts, ou placer à in- 
térêts composés. 

On a appelé taux de l'intérêt ce que rapportent 1 oo francs 
dans un an ; mais, dans le calcnl des intérêts composés, il 
est plus commode de prendre pour taux l'intérêt de un franc 
en un an, intérêt que, pour abréger, nous désignerons par 
la lettre ?'. Ainsi, placera 5 pour ioo, c'est la mêmechose 
que placer à o,o5 pour î ; dans ce cas r = o,o5; placera 
4,5o pour ioo, c'est la même chose que placera o,o45 
pour i ; dans ce cas, r=o,o45. 

232. Le capital un franc, augmenté de son intérêt, vaut, 
après une année, î +t*î un capital a^Co francs vaudra 
a46o fois plus, c'est-à-dire (i +r)x«46o oua46o (i -j-r). 
En général, si l'on représente par a un capital quelconque, 
sa valeur au bout d'un an, par l'addition des intérêts, sera 
a(i + r). Ainsi, on obtient la valeur d'un capital après une 
année en multipliant ce capital par l'unité augmentée de l'in- 
térêt de un franc. 

Par exemple, le capital 2460 francs placé à 5 pour 1 ou 
vaut au bout d'un an 24G0X i,o5 = s583. 



INTÉRÊTS COMPOSÉS. 301 

Je suppose maintenant que le capital a soit placé pen- 
dant n années. Après une année ce capital devient a (1 + r) ; 
tel est le capital dù à la fin de la première année et qui pro- 
duit intérêt pendant la seconde année. Pour savoir ce que 
devient ce capital a (1 +r) par l'addition <les intérêts delà 
seconde année, il faut le multiplier par i + r, ce qui fait 
o(i-|-r) (i+r) ou a(i-t-r)'; tel est le capital dù à (afin 
de la seconde année, et qui produit intérêt pendant la troi- 
sième année. Pour savoir coque devient ce capital ti{i -f- r)', 
par l'addition des intérêts de la troisième année, il faut le 
multiplier par 1 +r, cequifaita (i -f- r)'(i + r)oua(i-j-r) ! ; 
tel est le capital dù à la fin de la troisième année, et qui pro- 
duit intérêt pendant la quatrième année. Le même raison- 
nement peut être continué indéfiniment ; et comme chaque 
année nouvelle introduit un nouveau facteur 1 -f- r, la va- 
leur du capital, après n années, sera a(i + r)". Ainsi, on 
obtient la valeur d'un capital, placé à intérêts composés, 
après un certain nombre d'années, en multipliant ce capital 
par li valeur d'un franc après un an, élevée à une puissance 
marquée par le nombre des années. 

Si donc l'on désigne par A la valeur du capital après >i 
années, on a la formule générale 
(0 A= a ;. + r;\ 

Cette formule établit une relation entre les quatre quan - 
filés représentées par a, A, n, r, relation qui détermine 
l'une quelconque d'entre elles, quand on connaît les trois 
autres. On peut donc, à l'aide de celte relation, résoudre 
les quatre questions suivanles. 

233. Pnom.Èiiii I. Quelle tst la valeur d'un capital placé 
à intérêts composés, et au taux r, après n années? 

C'est la question traitée précédemment : on calculera A 
par logarithmes. 
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Exemple. Trouver la valeur du capital is54o francs 
placé à intérêts composés, a 5 pour i oo, taprès 7 ans. 

Je suppose dans tout ce qui suit que l'on opère avec les 
tables de Callet. 

log 19540. .......= 4,0982075 

log 1,05 = 0,02118911 
;Iogi,o5 = o,ii|8325i 

log A. = 4,2400'j2fi 
A = i76i5y|. 

23â. Problème II. Quef est le capital qui, placé à intérêts 
tomposès, au fau t r, acquiert après n années une valeur A? 
La forai nie précédente donne 



Exemple. Quel est le capital qui, placé à intérêts compo- 
sés à pour 100, vaut s46oo francs, après îa années? 

Ioga46oo = 4,5909351 

log i,o4;5 — 0,0201540 

îalogiMjS = 0,9418480 

logn = 4.'fo°8?i 

a = 14095,70. 

235. Problème III. A qud taux faut-il placer un capitula., 
à intérêts composes, pour qu'après n années il acquière une 
val' ur A ? 

L'inconnue ici estr; delà formule fondamentale on déduit 

O calculera de cette manière la quantité 1 + T '< retran- 
1 att 1 du resuliat, on aura r. 
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Exemple, à quel taux faut-il placer le capital 14095,70 
pour qu'après 12 années il vaille s^6oo francs? 

log 34(100 = 4,3gng35i 

log 14095,70 =4 1430867 

logA — log« = o,b4i8484 
logf.+r) - o.oao.540 
i+r= 1,0475, 

H faut placer le capital i 4.7& pour 100. 

236 PaOBtiuiB IV. Pendant comliitn d'années faut-il pla- 
cer un capital a, ou taux- 1; à intérêts composes, pour qu'il 
acquière une valeur A? 

L'inconnue est 11; delà formule fondamentale on déduit 

■(4) (.+•■)•=-£, 
et, en prenant les logarithmes, 

n log ( 1 + '■} = log A.— log a ; 

d'où 

_ io g a — lng g 

237. Rem au que. La forniule des intérêts composés a été 
établie dans l'hypothèse où le capilal reste placé pendant 
un nombre entier d'années. Lorsque le capital reste placé 
pendant un certain nombre d'années, plus, une fraction 
d'année, on cherche d'abord sa valeur après le nombre en- 
tier d'années par la formule des intérêts composés, puis on 
calcule les intérêts simples de ce nouveau capital pendant 
la fraction d'années. 

Mais il sera plus simple d'appliquer la formule ordinaire 
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dans laquelle on donnera à n des valeurs fractionnaires ; la 
différence des résultais est négligeable. 

Exemple I. Quelle es! la valeur du capital 12540 francs, 
placé a intérêts composés à 5 pour 100, après 7 ans 8 -mois î 

Après 7 ans, le capital devient 17645,04; ce nouveau 
capital rapporte 588, i 7 en 8 mois : donc après 7 ans 8 mois, 
le capital devient i8a55,so. 

En donnant ii nia valeur fractionnaire 7 + ^ on trouve 
i82h8,4o; la différence est 4>8o; c'est une quantité rela- 
tivement très-petite; elle est plus petite que le de la 
grandeur cherchée. 

Exemple H. Pendant combien d'années faut-il placer un 
capital à intérêts composés à 5 pour 100, pour qu'il ac- 
quière une valeur double ? 

Gomme la grandeur du capital n'a aucune influence dans 
la question, je suppose qu'il s'agisse du capital 1000 francs. 

n _ 'oga . 
log 1 ,o5 ' 

logs = o,3oio3oo I logo,3oio3 = 7,4;-8G 098 
log i,o5 = 0,0111893 | logo,oîu8gj = â, 5261167 
- logn = 1,1524931 

Après 14 années le capital n'est pas encore doublé ; après 
i5 années il est plus que doublé. Après 14 années, le ca- 
pital 1000 francs devient 19751,95; si l'on cherche dans 
combien de jours le capital 1979. ;)5 produira ce qui manque 
pour que le capital primitif soit doublé, c'est-à-dire 20,07, 
on trouve 74 jours/ Ainsi à 5 pour 100, le capital est double 
eu 14 ans 74 jours. 

Si l'on prend la valeur fractionnaire iî = i4i*o" donnée 
par le calcul, on trouve 14 ans 75 jours. La différence n'est 
que d'un jour. 
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liYEMN.L III. k que! taux faut-il placer un capital de. 
isooo francs à intérêts composés, pour qu'il acquière une: 
valeur de 18000 francs après il ans 5 mois? 

Dans la formule des intérêts composés, ou ijounera à- » 
la valeur fractionnaire 9+ ,\. Il serait très -difficile de ré- 
soudre autrement la question. 

238. Peioiilème V. Oit a deux billets, l un d'une somme 
^payable dans 1 an; T autre d'une tommeh payable dans 
5 ans, et on veut les convertir en un seul payable dans 

5 OMS. 

Cherchons la valeur de chacun des deux billets dans 
Z ans à l'échéance du troisième billet. A cette époque, a 
ans après son échéance, le premier billet vaudra 

à cette même époque, 2 ans avant son échéance, le second 
billet vaut 



Si l'on appelle x la somme rfui doit être inscrite sur ic troi- 
sième billet, c'est-à-dire la somme à toucher dans 3 ans, 



230. Problème VI. La popxtlationd'un État est de 40 mil- 
lions d'habitants, elle s 1 'accroît chaque année de ^ de sa . 
valeur; on demande quelle sera la populution de cet Ëtat 
dans un siècle. 

J'appelle P la population après un certain nombre d'an- 
nées ; l'année suivante elle sera 



LIV«E IV. — CI1AP. 1T. 



Ainsi la population croit année par année, comme les termes 
d'une progression géométrique dont le premier terme est 
4o millions et la raison On demande le 101" terme do 
ta progression : en désignant par x ce terme , on a 




2à0. Peouléme Vil. les populations de deux États sont, 
l'une de ao millions d'habitants, f autre de 3o millions: la 
première s'accroît chaque année de la seconde de-^. 
Dans combien de temps les deux populations seront-elles 
égales? 

J'appelle n le nombre d'années cherché ; après ce nombre 
d'années, les deux populations étant égales, on aura 




si l'on prend les logarithmes, il vient 

n(togCo3 — log6o 3 ) = !og 5 — log a, 
_ log 5 — log s 
" — loglif>3— logfioa' 

n = 244. 



QUESTIONS D'AïiNUlTÉS. 



241. PaoBLÈME VIII. Une personne place chaque année une 
nomme a pendant n années, et laisse les capitaux et les in- 
térêts s'accumuler. On demande quelle sera la valeur totale 
de tous ces placements après ces n années ? 

La premier versement, étant placé pendant n années, 
acquiert une valeur égale à a(i +)•)"; le second, étant 
placé pendant n — i années, acquiert une valeur égale à 
a(i +f)""\ etc. ; enfin le dernier, ne restant placé que 
pendant un an, vaut œ(i + r )- La valeur tolale après les n 
années est donc 

rf + «i+rft 

c'est la somme des termes d'une progression géométrique 
dont la raison est i + r : on a ainsi, en désignant par A la 
somme cherchée, 

A = «t l +rr-<i+r) ^ 4i + r)[(, + f r- ( l 
r r 

Il est impossible de soumettre directement cette formule 
au calcul logarithmique ; on est obligé de faire deux calculs 
séparés. On calculera d'abord la quantité (1 + r)", puis A. 

E.xeuple. On place chaque année 1000 francs pendant 
ao ans à 5 pour 100. 

^=aiooox(i,o5'°— i). 

Calcul de A 

logaiooo = 4,3213193 
log i,G533 = o,ai835i7 

logA = 4,54o57io 
A = 347ig*,3o 



15) A — jooo ' 

o,fl5 

Calcul de l,t* M 

logi,o5 = o,oin8g3o 
aologi,o5 = 0,4557860 
i,o5" = 3,6533 
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LIVRE IV. — CHAP. IV. 



Problème IX. Une personne emprunte actuellement 
une , somme A, rt coudrait se libérer en n années par n paye- 
ments égaux effectués à la fin de chaque année. On demande 
(rite! doit être le montant de chacun de» payemrnts? 

Je désigne par x le montant de chaque payement et je 
guppose qu'on règle les comptes à la (in de ]a n' année ; la 
somme due est alors A(i + r) n . Le premier versement, 
ayant été fait n — 1 années auparavant, vaut, au moment 
du règlement, x(i -f r)"" 1 , le second versement, ayant 
été fait ti — ?. années auparavant, vaut »(i + r)"*, et 
ainsi de suite; l' avant-dernier versement, ayant été fait, il 
■jaun an, vaut x[i+r); enfin le dernier, élant fait au 
moment même vaut x. La valeur totale des ti payements 
annuels est donc, au moment du règlement de compte, 

* + *(>-M+^+n' +«<, + ^M f 

«i, en faisant la somme, 



La somme qui reste due à la fin de la »' année est donc 

Ai.+rr-tx 14 ^'"' . 

Ri la dette est acquittée, on a l'équation 
d'où l'on déduit 



■Cette formule présente le même inconvénient que la 
précédente ; il est impossible de la soumettre directement 



ANNUITÉS. 
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au calent logarithmique. On calculera d'abord {i -(-f)", 
puis x. 

2&3. Problème X. Les compagnies des chemins de fer, 
pour construire les lignes nouvelles de leurs réseaux, 
émettent dea obligations île 5oo francs, portant intérêt à 
5 pour îoo, c'est-à-dire. do jô francs par an, et rembour- 
sables au pair par voie de tirage au sort pendant toute la 
dui'ée de la concession. La durée des concessions faites par 
l'État est de <>n. ans. Supposons qu'il reste encore à courir 
go ans, et proposons-nous de calculer la somme annuelle 
que doit servir la compagnie pour l'intérêt et l'amortisse- 
ment d'un million d'obligations. C'est comme si la com- 
pagnie empruntait une somme 5ooX io s à 5 pour 100 ; il 
suffira de faire dans la formule précédente A = Soox io ! , 
r=o,oâ, rt = no; on trouve ainsi x= i6ia;8oo, ce qui 
fait par obligation 16,1578. 

La compagnie vend ses obligations à un prix plus ou 
moins élevé, suivant l'abondance des capitaux disponibles. 
Aujourd'hui le cours est d'environ âoo francs par obliga- 
tion. La compagnie paye donc annuellement 16,1278, pour 
intérêt et amortissement d'une somme de 3oo francs reçue 
parelle.ee qui fait 5,076 pour 100 francs. 
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